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ELEMENTS 

DE GÉOMÉTRIE. 


PRINCIPES. 

DÉFINITIONS. 

1 . L ne portion de V espace , terminée de toutes parts , se 
nomme solide ou corps. 

2. Ce qui termine un corps est une surface. 

3. Ce qui termine une surface est une ligne. 

4. Les extrémités d’une ligne sont des points. 

IlEMAUQuE. La surface, la ligne et le point se conçoivent 

indépendamment du corps. 

5. Les solides , les surfaces et les lignes se désignent sous 
le nom commun de figures. 

6. La Géométrie est la science des figures. 

7. Deux figures coïncident^ quand elles se confondent 
dans tous leurs points. 

8. Deux figures égales sont deux figures susceptibles de 
coïncider. 

9. Deux figures équivalentes sont deux figures qui ont la 
même étendue. 

Remarque. Deux figures égales sont équivalentes ; mais 
deux figures équivalentes peuvent ne pas 

g- être égales. On conçoit, par exemple, que 

® les lignes AB, CD, qui ne sont point 

X j, susceptibles de coïncider, aient la même 

étendue. 
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2 UÉOHÊTRIE. 

10. La direction d’une ligne droite est cette ligne elle- 
métne, qu’un suppose prolongée indéQuiment dans les 
deux sens. 

Remaiiqle. Tout le monde a l’idée de la ligne droite ; il 
est inutile et d’ailleurs impossible de la délinir. 

Lorsqu’il sera question d’une ligne droite, on la suppo- 
sera toujours prolongée iodéPiniment dans les deux sens , 
à moins qu'on n’exprime le contraire. 

11. ligne brisée est une ligne composée de plusieurs 
droites, non situées dans la même direction. 

12. La ligne courbe est une ligne qui n'est droite 'dans 
aucune partie de son étendue. 

13. Le plan est une surface indéfinie, telle que, si l’on 
prend deux points quelconques sur cette surface , et qu’on 
fasse passer une ligne droite par ces deux points , cette 
ligne sera tout entière datis la surface. 

H. Une figure cstp/«»e, lorsqu’elle a tous ses points 
dans un même plan. 

15. Le contour ou périmètre d’une surface plane est la 
ligne qui termine la surface de toutes parts. 

16. La surface brisée est une surface composée de plu- 
sieurs surfaces planes, non situées dans un même plan. 

17. F.a surface courbe est une surface qui n’est plane dans 
aucune partie de son étendue. 

18. On nomme géométrie plane la partie de la géométrie 
relative aux figures planes , et géométrie de l'espace celle 
qui traite des figures dont tous les points ne sont pas dans 
un même plan. 

19. Le cercle est une surface plane dans laquelle c.st un 
point tel que toutes les droites , menées de ce point au con- 
tour de la surface , sont égales entre elles. Ce point est le 
centre du cercle. 

20. Le contour d’un cercle s’appelle circonférence. 

Keu.xrque. Quelquefois la circonférence se désigne aussi 

sous le nom de cercle. 
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PRIiNCIPES. 3 

21. Toute droite menée du centre à la circonférence se 
nomme rayon. 

" Resiarque. En vertu de la déOnition du cercle, tous les 
rayons d’un même cercle sont égaux entre eux. 

22. La sphcre est un solide dans lequel est un point tel 
que toutes les droites , menées de ce point à la surface du 
solide, sont égales entre elles. Ce point est \e centre de la 
sphère. 

Remarque. Quelquefois la surface de la sphère se désigne 
aussi sous le nom de sphère. 

23. Toute droite menée du centre à la surface de la 
sphère est un rayon. 

Remarque. En vertu de la définition de la sphère , tous 
les rayons d’une même sphère sont égaux entre eux. 

2i. Deux cercles ou deux sphères, qui ont le même 
centre, sont concentriques. 


AX1U.VIËS. 

1 . Far deux 'points donnes , on peut faire passer %me 
ligne droite. 

2. Deux lignes droites, qui ont deux points communs , 
cadneident dans toute leur étendue et ne forment qu’une 
seule et même ligne droite. 

3. Par trois points donnés, non en ligne droite, on peut 
faire passer un plan. 

4. Lorsqu’une droite finie est située dans une surface 
plane , chacun de ses prolongements rencontre le contour 
de la surface au moins en un point. 

5. Lorsqu’une droite finie est située dans un solide , 
chacun de ses qirolongements rencontre la surface du solide 
au moins en un point. 

6. Deux lignes droites , qui ont un seul point commun, 
se coupent mutuellement en ce point. 
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UÉUMÉTHIE. 


I 


7. Lorsqu’une ligne droite et un plan ont un seul point 
commun, le plan coupe la droite en ce point. 

8. Toute ligne qui , étant dans un même plan avec une 
droite indéfinie , a ses extrémités situées de difféi'ents 
côtés de cette droite , la rencontre au moins en un point. 

9. Toute ligne, qui a ses extrémités situées de diffé- 
rents côtés d’un plan , rencontre ce plan au moins en un 
point. 

10. Toute ligne qui, étant dans un même plan avec 
une surface , a ses extrémités situées l une dans la surface 
et l’autre en dehors, rencontre son contour au moins en un 
point. 

1 1 . Toute ligne , qui a ses extrémités situées l’une dans 
un solide et l’autre en dehors . rencontre la surface du 
solide au moins en un point. 

12. Une ligne droite est plus courte que toute autre 
ligne qui a les mêmes extrémités. 

13. IJne surface plane est moindre que toute autre 
surface terminée au même contour. 


THÉORÈME PREMIER. 


Dettæ plans P Q , qui ont trois points communs 
A,H,C non en ligne droite, coïncident dans toute leur 
étendue et ne forment qu’un seul et même plan. 


Menons les droites A B, A C. Chacune de ces 
lignes, ayant deux de ses points dans chacun 
des deux plans PetQ, y sera située tout 
entière (déf. 13); je dis de plus que tout 
autre point L du plan P appartient au plan 
Q. Car soit M un point de AB, situé, par rapport au point 
L. de l’autre côté de A C ; si l’on Joint les deux points L et M 
par une ligne droite , cette ligne sera tout entière dans le 
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PRINCIPES. 


plan P, et rencontrera AC en un point N (ax. 8). La droite 
LM aura ainsi deux points M et N dans le plan Q ; donc elle 
sera située tout entière dans ce plan , et le point L de cette 
même droite appartiendra au plan Q. ])onc les deux plans 
P et Q se confondent dans toute leur étendue et ne forment 
qu’un seul et même plan. 

TUÉOnÈME II. 

Par une droite AB et un point C situé hors de cette 
droite, on peut faire passer un plan. 

c Car, si l’on prend deux points quelconques 
A et B sur la droite, et qu’on fasse passer 

—J g — un plan par les trois points A, B, C (nx. a), la 

droite AB, ayant deux points dans ce plan, 
y sera située tout entière. 

Remaroce. Deux plans, qui ont une droite commune et 
un point commun C hors de cette droite , se. confondent dans 
toute leur étendue et ne forment qu'un seul et même pion. 

(’jir, si l’on prend deux points quelconques A et B sur In 
droite, les deux plans auront trois points communs A, B, C, 
non en ligne droite ; donc ils ne formeront qu’un seul plan 
(th. 1). 


THÉOUÈMK III. 


Par deux droites .\B, .\C, qui ont un point commun, 
on peut faire passer un plan. 



Par le point A et deux autres points quelcon- 
ques B et C, pris sur ces droites, faisons passer un 
plan. Chacune des droites AB, AC, ayant deux 
points dans ce plan . y sera située tout entière. 
Donc par deux droites, qui ont un point commun, 
on peut faire passer un plan. 
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CÉOMÉTRIE. 


REMARyiiE. Deuj; pliin.'i, qui ont deux droites communes, 
se confondent dans tonte teur étendue , et ne forment qu'un ^ 
seul et même plan. Car ils ont trois points ('ommnns . non 
en ligne droite. 


TliÉORKIHE IV. 


'fonte droite AB, (jiii a ses extrémités d'un même 
coté d’une ligne droite indéfinie CD, est située tout 
entière de ce côté. 


B 


Car, si un point O de A B était placé de 
l’autre côté de Cl), chacune des deux par- 
ties OA, O B, ayant ses extrémités O et A, 
O et B situées de différents côtés de la droite 

P -U 

indéfinie C I) . rencontrerait cette ligne en 
un point (ax. 8), et, par suite , les deux droites AB, CD au- 
raient deux points communs ; donc leurs directions se con- 
fondraient (ax.2), et les points A et B appartiendraient tous 
deux à la droite CD, ce qui est contre la supposition : donc 
la droite AB est située tout entière d’un même côté de C I). 

Remarque. On prouverait de même que toute droite, qui 
a ses extrémités d'un même côté d’un plan , est située tout 
entière de ce. côté. 


théorème V. 

Selon qu’un point A, situé dans le plan if un cercle, 
c.st intérieur ou extérieur au cercle, la droite .\0, 
menée de ce point au centre, est plus petite ou plus 
grande que le rayon. 

1° La droite O A prolongée rencontre la 
A circonférence en un point B (ax. V), et l’on 
a évidemment OA <OB. 

2" La droite OA rencontre la circonfé- 
rence en un point B (ax. 10), et l’on a OA>OB. 
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PRINCIPES. 


CoKOLLAiiiE I . Scion que la droite, menée du centre d'un 
cercle à un point situé dans son plan, est égale au rayon 
du cercle , plus p)ctite ou qdus grande que le rayon, ce point 
est sur la circonférence, dans l'intérieur \lu cercle ou en 
dehors. 

CoKOLLAiRE 2. Deux circonférences concentriques, situées 
dans le même plan , et qui ont le même rayon, coïncident 
dans toute leur étendue et ne forment qu'une seule et même 
circonférence. 

Corollaire 3. Tous les cercles de même rayon sont égaux 
entre eux. 

Remarque. Des principes analogues ont lieu pour la 
sphère, et se démontrent de la même manière. 
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GÉOMÉTRIE PLANE. 


LIVRE ï. 


LA LIGNE DROITE. 


DEFINITIONS. 



1. L’ouverlure de deux droites AB, AC, qui se rencon- 
trent, s’appelle mujle. plim. Ces droites sont les côtéx de 
l’angle. 

Kemarqce. La grandeur d’un angle ne dé- 
pend point de celle de ses côtés. 

2. Le sommet d’un angle est le point de 
rencontre de ses cotés. 

''0 Uf.mahçie. L’angle se désigne parla lettre 
A du sommet, ou par les trois lettres BAC, CAB de ses 
côtés, en mettant celle du sommet au milieu. 

3. Deux angles coïncident, quand ils ont le môme sommet 
et que leurs côtés coïncident. 
k. Deux angles susceptibles de coïncider sont cyavr. 

^ 5. Deu\anglesBAD,CADsontrt<^rt- 

V cents, lorsque, ayant le môme sommet 

B,.- ' / \c ^ commun Al), ils .sont 

d/ extérieurs l’un ii l’autre. 

6. Deux angles sont opposés nu sjminct, quand chacun 
d’eux est formé par les prolongements 
des côtés de l'autre. Tels sont les an- 

A gles AOCet BOD, AOD et BOC. 

• B/ 7- Liie droite est perpendiculaire h 
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^ une autre , quand la première fait avec la 

seconde , et d'un même côté de celle-ci , 

^ 0 B deux angles égaux entre eux. 

Ainsi, en supposai! t l’angle C O A = G O B, 
la droite CD sera perpendiculaire à la droite AB. 

8. Une droite est oblique une autre, quand la pre- 
mière fait avec la seconde , et d’un même côté de celle-ci , 
deux angles inégaux. 

9. lileier une perpendiculaire à une droite , c’est mener 
une perpendiculaire ii cette droite par un point pris sur la 
droite. 

10. Abiiisser une perpendiculaire à une droite, c’est me- 
ner une perpendiculaire à cette droite par un point pris hors 
de la droite. 

11. On nomme angle droit chacun des deux angles adja- 
cents égaux entre eux, que forment deux droites dont l’une 
est perpendiculaire à l’autre. 

12. Tout angle plus petit qu’un angle droit est un angle 
aigu. 

13. Tout angle plus grand qu’un angle droit est un angle 

obtus. 


14. Deux angles sont complémeutnires ou complémeiifs 
l'un de l'autre, quand leur somme est égale à un angle droit. 

15. Deux anglés sont .supplémentaires ou .supplémenis 
l'un de l'autre, quand leur somme est égale à deux angles 
droits. 

16. Lorsque deux lignes droites, situées dans un même 

J, plan, sont coupées en deux points par 
une troisième , on nomme : 

1° Angle intérieur ou interne, chacun 
des quatre angles formés entre les deux 
premières droites. Tels sont les angles 
AGO, BGO, GOG, DOG. 

2" Angle extérieur m\ crterne, cha- 
cun des quatre angles formés en dehors de ces mêmes 
droites. Tels sont les angles AGF, BGF, COE, DOE. 
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GEOMETRIE PLANE. 


3" Angles alfernex-intcrnes , deux angles formés de côtés 
différents de la sécante , intérieurs et non adjacents. Tels 
sont AGO et DOG, BGO et COG. 

4" Angles internes-externe^i ou correspondonls, deux an- 
gles, l un intérieur et l'autre extérieur, formés d’un même 
côté de la décante et non adjacents. Tels sont A G O et CO E, 
«GO et DOE, COG et AGF, DOG et «GF. 

5° Angles (illenies-cxtcrnei , deux angles formés de côtés 
différents de la sécante, extérieurs et non adjacents. Tels 
sont AGF et DOE, «GF et COE. 

17. Deux lignes droites sont parallèles , lorsque, étant 
situées dans un même plan, elles ne se rencontrent pas 
(princ. déf. 10). 

THÉORÈME PKEMIEH. 

Par wi point C, situé sur une droite AB, 1" on 
peut élever une perpendiculaire à cette droite; 2" on 
n’en peut élever (pi une d'un même eâté de la même 
droite. 



F 


^ D 



A ( 

Z B 


1“ Par le point C et un point quel- 
conque D, pris hors de la ligne AB, 
menons la droite CD : si les deux angles 
adjacents DCA , DCB sont égaux entre 
eux, la droite CD sera la perpendicu- 
laire demandée (déf. 7) : si ces deux angles sont inégaux . 
et que DC.\ soit plus grand que DCB, concevons, dans 
l’angle DC.\, un angle ECA = DCB, et l’angle DCE divisé 
en deux parties égales par une droite CF ; je dis que cette 
droite sera perpendiculaire sur A B , c’est-à-dire qu’on aura 
FCA=FCB. 

En ellbt, par hypothèse, l'angle EC.\ = DCB, et l'angle 
ECF = DGF; donc ECA + ECF = DCB -I DCF ou 
FC A = FCB. 
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® /K S"" Soit la droite CD perpendiculaire sur 
/ AB; je dis que toute autre droite CK, me- 
/ née par le point C, du mêpie cAté de AB 

que CI), est oblique sur AB (déf. 8). 

En eflFet, l’angle ACK est plus grand que 
ACI) : l’angle BCK est plus petit que BCI); or, par hypo- 
thèse, ACD = BCD, donc l’angle ACK est plus grand 
que BC K ; donc C K est oblique sur A B. 

THÉORÈME II. 

Tous 1rs angles droits sont égaux entre eux. 

JJ UK droite CD perpen- 

diculaire sur A B, et la droite 
(îH perpendiculaire sur EF; 

Â c V — P .angles droits 

ACD, EGH sont égauv. 

Plaçons la première figure sur la seconde de manière que 
le point C tombe au point tî et que la droite AB coïncide 
avec EF ; je dis que C D prendra la direction G H ; car sup- 
posons qu’elle prenne une direction G K différente de GH ; 
puisque, par hypothèse , C D est perpendiculaire sur A B , 
la droite G K serait perpendiculaire sur EF ; donc il y aurait 
deux perpendiculaires GH, G K, élevées en un môme point 
t; sur EF, et d’un môme côté de celte droite, ce qui est im- 
possible (1); donc CD prendra la direction GH et l’angle 
•\ C I) coincidera avec EGH; donc tous les angles droits sont 
égaux entre eux. 

Re-uaroce. On a superposé les deux figures en faisant 
coïncider le plan de la première avec celui de la seconde. Il 
en sera de môme dans tous les autres cas de superposition 
•les figures planes. 


THEOREME III. 


Toute ligne droite CD, ijui en rencontre une autre 
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AB, fait avec celle-ci deux angles adjacents DCA, 
D(]B dont la somme est égale à deux angles droits. 


Élevons, sur AB, la perpendiculaire 
CE (1). La somme des angles DCA, DCB 
se compose des trois angles ECA , ECD, 
DCB : le premier ECA est droit ; les deux 
autres ECD, DCB, pris ensemble, don- 
nent l’angle droit ECB; donc la somme des angles DCA, 
DCB est égale à deux angles droits. 

Corollaire 1. Lorsqu'un des deux angles DCA , DCB est 
droit, aigu ou obtus. Vautre est un angle droit, obtus ou 




aigu. 

Corollaire 2. La somme de. tous les angles consécutifs 
,K ACD, DCE,ECF, Y Ctà, formés d'un 

même côté d'une droite A B , est égale à 
deux angles droits. Car leur somme est 
A c B égale à celle des deux angles adjacents 
DCA, DCB. 

Corollaire 3. La somme de tous les angles consécutifs 
B AOB, BOC, COD, etc., formés autour 
/ d'un point O par plusieurs droites qui se 

rencontrent en ce. point , est égale à quatre 

® «ii)'//evf//oiï.y.Carsi, par lepointO,on mène 
une droite quelconque FG, la somme des 
angles proposés se composera de la somme 
des angles consécutifs AOF, AOB, BOG, formés d'un 
même cdté de FG , et de la somme îles angles COG , COD, 
DOE, EOF, formés de l'autre ciHé de cette droite. 


A\ 


TIIÉORKMB IV. 

Réciproquement , lorsque deux angles adjacents 
DCA, DCB .son/ supplémentaires, les cotés extrêmes 
AC, BC sont en ligne droite. 
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/D Car supposons qu'une droite CK, diffé- 

/ ^ rente de CB, soit le prolongement de AC; 

J. la ligne ACK étant droite, l’angle DCK 

‘ ® aura pour supplément DCA (3) ; mais, par 

hypothèse, l’angle DCB a aussi pour supplément l'angle 
DCA; donc les angles DCK, DCB, ayant le même supplé- 
ment, seraient égaux entre eux, ce qui est absurde. 

CoEioLLAiKG. Les ^perpendiculaires OC, 
OD, élevées au point O sur lu droite 
AB (1 ) , sont situées dans la même diree- 

® tion. Car, chacun des angles AOC , AOD 

étant droit, leur somme est égale à deux 
droits. 


A 


THÉORÈME V. 

Lorsifuune droite est perpendiculaire à une autre , 
réciprofiuemenl, celle-ci est perpendiculaire à la pre- 
mière. 

J, Soit la droite CD perpendiculaire sur 

AB, de sorte que l’angle COA=COB; je 
dis que la droite AB est perpendiculaire à ' 
« « CD. 

En effet, l’angle CO A étant droit par' 

® hypothèse (déf. 11), AOD est aussi un 
angle droit (3); donc ces deux angles sont égaux (2), donc 
AB est perpendiculaire à CD. 

Remakque. Soient les deux droites AB, CD qui se coupent 
perpendiculairement au point O : si une droite OM, d’abord 
appliquée sur OA, tourne aulour du point O, dans le sens 
indiqué par la flèche, l’angle variable A OM croîtra d’une 
manière continue jusqu’à ce que la droite OM coïncide avec 
OR : on dit alors que cette droite OM a décrit un angle égal 
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il deux angles droits ; et , sous ce point de vue , on regarde 
les deux droites OA, OB, qui sont situées dans la môme 
direction , comme faisant entre elles un angle égal à deux 
droits. Si la droite O M continue de se mouvoir dans le même 
sens autour du point O, quand elle sera confondue avec 
Ol), l’angle AÜM sera égal à trois angles droits. Lorsque j 

OM co’incidera avec OA, l’angle AO M formé par ces deux * 

droites sera égal à quatre angles droits : entin , si l’on sup- 1 

pose que la droite OM tourne toujours dans le môme sens 
autour du point O, l’angle .AOM croîtra indéfiniment. C’est 
ainsi qu’on peut concevoir un angle dont le rapport à l’an- 
gle droit soit un nombre donné aussi grand qu’on voudra ; 
mais toutes les fois qu’il sera question, dans ce traité, de 
l’angle de deux droites, on entendra parler d’un angle aigu, 
droit ou obtus, lequel sera toujours moindre que deux 
droits , à moins qu’on n’exprime le contraire. 


TItÉORKME VI. 

Li\s angles AOC, BOD opposés an sommet sont 
égaux entre eux. 


, A y'o 


En effet, la ligne AOB étant droite, 
l’angle AOC a pour supplément BOC (3) ; 
la ligne COI) étant droite, l’angle BOI) a 
aussi pour supplément BOC; donc les an- 
gles AOC , BOD, ayant le môme supplé- 
ment BOC , sont égaux entre eux. 

On prouverait de môme l égalité des deux angles AOD, 
BOC. 


il 


THÉORÈME VII. 

Peux angles, (lui ont même sommet et les côtés 
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irj 

Itcrpcndinilaires chacun à chacun, sont cyau-v un 
supplémentaires. 

Il y a trois cas à considérer : 

1° Soient AOB, COI) les angles pro- 
posés (jui ont le côté OA, perpendicu- 
laire sur OC, situé de l’autre côté de 
OC par rapport à 01), et le côté OB, 
perpendiculaire sur OD, situé du môme côté de 01) que 
la ligne OC ; je dis qu'ils sont égaux. 

En effet, la ligne OA étant perpendiculaire sur OC, l’angle 
AOC est droit et, par suite, l'angle AOBa pour complément 
BOC; pareillement, l’angle BOD étant droit, COI) a pour 
complément BOC; donc les angles AOB, COD, ayant le 
môme complément BOC, sont égaux entre eux. 

Si l’uu des angles propose^ était obtus, on prouverait 
qu’ils sont égaux comme ayant le môme excès sur un angle 
droit. 

2“ Soient les angles AOB, ÜOEqui ont le côté OA, 
perpendiculaire sur OE, situé de l’autre côté de O Epar 
rapport à 01), et le côté 0 B, perpendiculaire sur OD, si- 
tué de l’autre côté de OD par rapport à OE; je dis qu’ils 
sont supplémentaires. 

En effet, la somme des angles AOB, BOD, DOE, AOE 
vaut quatre angles droits ( 3, cor. 3) ; or A OE et BO D sont 
des angles droits, donc la somme des angles AOB, DOE 
vaut deux angles droits. 

3« Soient les angles AOB, COF qui ont le côté 0.\, per- 
pendiculaire sur OC, situé du môme côté de OC que OF, 
et le côté OB, perpendiculaire sur O F, situé du môme côté 
de OF que OC; je dis qu’ils sont supplémentaires. 

Car les angles COF, DOE, opposés au sommet, sont 
égaux (6) et celui-ci est supplément de AOB (2°). 

Keuarque. Lorsqu’un des angles proposés est droit, l’au- 
tre est aussi un angle droit, et les deux angles sont à la fois 
égaux et supplémentaires. 
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THÉORÈME VllI. 


Deux droites AB, CD, qui font avec une troisième 
EF deux angles alternes-internes , correspondants ou 
alternes-extemes égaux entre eux , sont parallèles. 



1” Soit l’angle AGO = DOG. L’angle 
B GO supplément de A GO est égal à 
l’angle GOG supplément de DOG : cela 
étant, si l’on place la figure RG 01) sur la 
figure A GOG., de manière que le point 0 
tombe au point G et que le point G tombe 
nu point O, puisque l’angle DOG = AGO, la ligne 01) 
prendra la direction GA; pareillement, puisque l’angle 
BGO = COG, la ligne GB prendra la direction OC : donc, 
si les deux lignes GA, OC se rencontraient, leurs prolon- 
gements GB, OD se rencontreraient aussi de l’autre côté 
de EF, d’où il résulterait que deux lignes droites AB, Cl) 
auraient deux points communs sans coïncider, ce qui est 
impossible (ax. 2); donc ces deux lignes sont parallèles. 

2“ Soit l’angle AGO = COE. On a aussi DOG = COE (6); 
donc AGO= DOG; or ces deux angles sont alternes-in- 
ternes, donc les droites AB, CD sont parallèles. 

3° Soit l’angle COE = BGF. On a aussi l’angle AGO = 
BG F (6); donc AGO = COE; or ces deux angles sont cor- 
respondants, donc les droites AB, CD sont parallèles. 

REMAnQLE. Étant donné le point O, situé hors d’une 
droite AB, si l’on mène une droite OG qui rencontre AB 
en un point G, et qu’on fasse l’angle COG = BGO, la. 
droite COD sera parallèle à AB; donc par vn point situé 
hors (tune, droite, on peut mener une parallèle à cette droite. 
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THÉORÈME IX. 

Deux droites AB, CD, qui font avec une troisième 
EF deux angles intérieurs AG O, CO G, d’un même 
côté, dont la somme est égale à deux angles droits , 
sont para lie les. 


En effet, la ligne CD étant droite, l’an- 
gle DOGa pour supplément COG; mais, 
par hypothèse, A GO a aussi pour supplé- 
ment l'angle COG ; donc AGO = DOG; 
or ces deux angles sont alternes-internes , 
donc AB est parallèle à CD (8). 

THÉORÈME X. 

Lorsque deux droites AB, AC, qui se rencontrent , 
sont coupées en deux points O c/ G par une troisième 
EF; r deux angles quelconques , alternes-internes , 
correspondants ou alternes- externes , sont inégaux; 
2° tout angle extérieur AO¥, formé du même côté de 
la sécante que le point de rencontre, est plus grand 
que l’angle intérieur correspondant AGO; 3“ la 
somme des deux angles intérieurs AGO, AOG, du 
même côté de la sécante que le point de rencontre, est 
moindre que deux angles droits. 

1° Car, si deux angles alternes-internes , correspondants 
ou alternes-externes étaient égaux entre eux , les deux 
droites AB, AC seraient parallèles (8), ce qui est contre la 
supposition. 

8 


G 76 6 


B 
F 


Digitized by Google 



GÉOMÉTniE l'LAKE. 

Ü" Car, l'anjçle AOF n’étant pas égal à 
l’angle ACO, si l’on n’avait pas AOI'>ACO, 
il faudrait qu’on eût AGO>AOF. Cela 
étant, si l’on fait, dans l’angle ACO, un 
angle OGD= AOF, la droite GD rencon- 
trera AC en un point D (ax. ^); donc l’an- 
gle extérieur DOF serait égal à l’angle intérieur correspon- 
dant DGO, ce qui est impossible (1“); donc AOF>AGO. 

3“ En elTet, la ligne EOF étant droite, la somme des angles 
adjacents AOF, AOG est égale ù deux droits; remplaçant 
AOF par un plus petit angle AGO, il vient AGO -f- AOG< 
deux droits. 

ConoLLAiiiE 1. Lorsqu’un dos druxuiiq/rs intérirurs XGO, 
AOG est droit ou obtus , l'autre est un angle aigu. 

CüiioLLAiHE 2. La somme des quatre angles intérieurs 
AGO, AOG, BGOjCOG étant égale à quatre angles droits 
(3), et celle des deux premiers étant moindre que deux 
droits, il s’ensuit que la somme des deux angles intérieurs 
15GO, COG, formés de l'autre côté de la sécante , est plus 
grande que deux angles droits. 
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THKOKKME XI. 


l)’un point C, situé hors d’une droite AB, 1° on 
peut abaisser une perpendiculaire à cette droite; 2° on 
nen peut abaisser qu’une. 


.1” Prenons un point D sur AB, et me- 
nons CD : si l’angle ADC==BDC, la 
droite CD sera la perpendiculaire de- 
mandée; si ces deux angles sont inégaux, 
et qu’on ait, par exemple, ADC >BDC, 
faisons l’angle BDE = BDC, prenonsDE = DC et menons 
CE, qui sera perpendiculaire sur AB. Car, si l’on place la 
figure COD sur la figure EOD,‘de manière que la ligne 



VI 



A 

0“ H 
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OD soit commune aux deux figures , la droite DC prendra 
la direction DE et le point C tombera en E ; donc OC coïnci- 
dera avec OE (ax.2) et, par suite, l’angleCOD avec EOD; 
donc ces deux angles sont égaux et la droite A B est perpen- 
diculaire ^sur CE; donc, réciproquement, CE est perpendi- 
culaire sur AB (5). 

2° La ligne CO étant perpendiculaire sur AB, toute autre 
droite CD, menée du point C h la ligne A B, est oblique 
sur AB. Car, l’angle O D étant droit, C DO est un angle 
,aigu. (10, cor. 1.) 

THÉORÈME XII. 

» 

Deux ilroiles perpendiculaires à une Iroisieinc sont 
parallèles entre elles. 

.Car si elles se rencontraient, il y aurait deux droites 
abaissées de leur point de rencontre perpendiculairement 
sur une troisième, ce qui est impossible (11). 

DE.MANDE. 

Lors(jve deux lignes droites se rencontrent , toute droUe 
parallèle à Vune d’elles rencontre l’autre ; ou , autrement, 
par un point situé hors d'une droite , on ne peut mener 
iju une parallèle à cette droite. , 

THÉORÈME XIII. 

Deu.v droites parallèles à une troisième sont paral- 
lèles entre elles. 

Car si elles se rencontraient, il y aurait deux droites me- 
nées de leur point de rencontre parallèlement à une troisième, 
ce qui est impossible (dem.). 

THÉORÈME XIV. 

Lor.sque deux droites AB , CD se rencontrent , leurs 


h 
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paralVdrs ou leurs perpendiculaires respectices EF, 
GH se rencontrent aussi. 

1 “ En effet, puisque Alî et CD sc 
rencontrent, EE parallèle à .\B ren- 
contre CD (dem.) ; de même, puisque 
CD et EE se rencontrent, GH paral- 
lèle à CD rencontre EE. 

2“ Menons 01 perpendiculaire sur 
AB et O K perpendiculaire à CD (t) : 
les deux droites EE, Ot perpendicu- 
laires à une même droite AB sont 
parallèles ( 12 ); par la môme raison, 
GH est parallèle à ÜK; donc, en 
vertu de ce qui précède, les deux 
droites EE, GH se rencontrent. 

THÉORÈME XV. 

Lorsque deux droites parallèles AR, CD sont cou- 
pées par une troisième droite EF : 1“ dexcx ançjles 
queleonques , alternes-internes , correspondants ou al- 
ternes-extcmes, sont égaux entre eux ; 2° la somme de 
deux angles intérieurs A GO, CO G, d’un même côté 
de la sécante , est égale à deux angles droits. 

J. 1° Je dis qu’on aura, par exemple, 

/ AGO = DOG : car supposons que cette 

€ ...^• / égalité n’ait pas lieu , et soit menée 

I'"' par le point O la droite 1 K telle que 

- 7 / g l’angle KÜG = A GO; les droites AB, 

/ IK, faisant avec une troisième EE des 

angles alternes-internes KOG, AGO 
égaux entre eux, seraient parallèles ( 8 ); donc il y aurait 
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deux droites CD, IK menées d’un même point 0 parallèle- 
ment à une même droite AB, ce qui est impossible (dem); 
donc l’angle A G 0 = D O G. 

On prouverait de môme l’égalité de deux angles corres- 
pondants ou alternes-externes. 

2» En effet, la ligne AGB étant droite, on a AGO -I- 
BGO = deux droits (3); remplaçant l'angle BGO par 
COG (1°) , on aura AGO + C0G = deux droits. 

CoROLLAiitE. Lorsqu’un des deux angfes intérieurs AGO, 
COG droit , aigu ou obtus, l’autre est un angle droit , 
obtus ou aigu. 

, Remxhqle. En général les- trois droites AB, CD, EF 
forment quatre angles aigus égaux entre eux , et quatre 
angles obtus aussi égaux entre eux; de plus, deux quel- 
conques de ces angles, l’un aigu et l’autre obtus, sont 
supplémentaires. 

THKORK.UE XVI. 

Lorsque deux droites sont coupées par une troisième 
de manière que deux amjles alternes-inlernes , corres- 
pondants ou alternes-externes soient inégaux , ou que 
la somme de deux angles intérieurs d’un même coté ne 
soit pas égale à deux angles droits , ces deux droites 
se rencontrent. 

Car si elles étaient parallèles , deux angles quelconques 
altcrnes-internes, correspondants ou alternes-externes se- 
raient égaux entre eux , et la somme de deux angles inté- 
rieurs d'un même côté serait égale à deux angles droits (15), 
ce qui est contre la supposition. 

U; jiAUQiE. Dans le cas où la somme de deux angles 
intérieurs d’un môme côté n’est pas égale à deux angles 
droits, les droites se rencontrent du côté de la sécante où 
cette somme d’angles est moindre que deux droits ; car , si 
elles se rencontraient de l’autre côté de la sécante, la 
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somme des angles intérieurs de ce côté serait moindre que 
deux droits (10), ce qui est contraire à l'hypothèse. 

THÉORÈME XVII. 


Lorsque deux droiles AB, CD sont parallèles, loiilc 
droite , perpendiculaire à l’une d'etles , est perpendicu- 
laire à l’autre. 

J, * Je dis que la droite El’, perpendicu- 

laire sur A lî, est aussi perpendiculaire à 

— CD- 

g En effet, les deux lignes AB, El’ se 
rencontrant au point G, la droite G D pa- 
rallèle à A B rencontre EE en un point 
0(dem.); de plus, les angles DOG, AGO 
sont égaux comme alternes -internes; or AGO est droit 
par hypothèse, donc DOG est aussi un angle droit; donc 
EF est perpendiculaire à CD. 


THEOREME XVIII. 


Deux aitf/les, qui ont les côtés parallèles chacun à 
chacun , sont égaux ou supplémentaires. 

Trois cas pourront se présenter, selon que les angles pro- 
posés auront leurs côtés parallèles dirigés respectivement 
dans le môme sens, deux côtés parallèles dirigés dans le 
même sens et les deux autres en sens contraire , ou leurs 
côtés parallèles dirigés respectivement en sens contraire. 

1“ Soient ABC, DEF les angles 
proposés ; je dis qu’ils sont égaux 
entre eux. 

La droite DE, prolongée si cela est 
nécessaire, rencontre BC en un point 
G (dem. ): cela posé, puisque la 
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droite AB est paralKïle à DE, les angles correspondants 
ABC, DGG sont égaux entre eux (15); de môme, puis- 
que BG est parallèle à EF, l'angle DEF = DGG. donc 
ABC = DEF. 

2» Soient les angles IIBG, DEF ; je dis qu’ils sont sup- 
plémentaires. 

Gar soit B A le prolongement de II B ; la somme des an- 
gles adjacents IIBG, ABG est égale à deux angles droits; 
remplaçant ABG par DEF(l'>), on a IIBG + DEF = deux 
droits. 

3" Soient les angles IBII , DEF ; je dis qu'ils sont égaux 
entre eux. 

En effet, soit B.\ le prolongement de II B et BG celui de 
IB; I angleIBII=.ABC (6); mais celui-ci est égal à DEF (1“); 
donc l’angle IBII = DEF. 

Remarque. I.orsqu’un des a’ngles proposés est droit , 

1 autre est aussi un angle^droit, et les deux angles sont à la 
fois égaux et supplémentaires. 

THKOKKXIE XIX. 

Deux (inr/les, (jiii ont les côtés perpendiculaires cha- 
cun a. chacun, sont ei/aux ou supplémentaires. 

U Ce théorème a déjà été démonlré 
e y \ J, dans le cas de deux angles qui ont le 

/ j, môme sommet (7). Cela étant, soient 

ABG, DBF les angles proposés, qui 

i ont le côté .\B perpendiculaire à DE 

jjl 1*^ côté BG perpendiculaire à EF. 

.’VIenons BG parallèle à E D et BH pa- 
rallèle à EF; on aura l’angle GB1I = DEF |18); or, la 
droite AB , perpendiculaire à DE,' est aussi perpendicu- 
laire à BG (17); pareillement, la droite BG,- perpendicu- 
laire à E F, est aussi perpendiculaire à B II; donc les angles 
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ABC, GBH sont égaux ou supplémentaires (7) ; donc il en 
est de même des angles A BC, DE F. 

Remaroce. Lorsque d'un point E, situé dans un anqle 
ABC, on abaisse des perpendiculaires ED, EF.'wr les côtés r 
AB, AC, l'üTkgle DEV formé par ces perpendiculaires est r, . 
supplément du premier w, 2“). 
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LA LIGNE BRISÉE ET LES POLYGONES. 


DÉFINITIONS. 



1. Un i)ohj(jône est une surface plane terminée par une 
ligne brisée. Telle est la surface ABC DE. 

Remarqce. Quelquefois la ligne brisée se 
désigne aussi sous le nom de polygônc. 

2. Chacune des droites qui composent le 
contour d’un polygône est un côté du poly- 
gône. 

3. Chacun des angles formés par deux côtés consécutifs 
d'un polygône est un niiç/le du polygône. 

h. Les sommets d’un polygône sont les sommets des 
angles du polygône. 

5. Toute droite qui joint, dans un polygône, deux .som- 
mets non consécutif, s’appelle dkif/oimie. Telle est la ligne 
AC. 


6. Le polygône de trois côtés s’appelle triangle; celui de 
quatre c{\\.é^,quadriidère; celui de cinq, pentagône; celui 
de six, hcxagône, et ainsi de suite. 

7. Le triangle rectangle est celui qui a un angle droit. 

8. L’hgpolénu:e d’un trigngle rectangle est le côté opposé 
à l'angle droit. 

9. Le triangle obtusangle est celui qui a un angle obtus. 

10. Le triangle isoscèle est celui qui a deux côtés égaux. 

11. La base d'un triangle est indilTéremment un côté 
quelconque. 

Remarque. Dans le triangle isoscèle on prend particulière- 
ment pour base le côté qu'on ne suppose pas égal aux deux 
autres. 
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12. Le sommet d’un triangle est le sommet de l’angle 
opposé au côté pris pour base. 

13. La hauteur d’un triangle est la perpendiculaire abais- 
sée du sommet sur la base. 

li. La distance de deux points est la plus courte des 
lignes qu’on peut mener de l’un des points à l’autre. 

ItEMARQUE. La distance de deux points est la droite qui 
joint ces deux points (ax. 12). 

lô. La distance d’un point à une figure est la plus courte 
des lignes qu’on peut mener du point à la figure. 

IC. La distance, de deux figures est la plus courte des 
lignes qu’on peut mener de l’une dos figures à l’autre. 

17. I.e paraHélof/ramme est un quadrilatère dont les cô-, • 
tés opposés sont parallèles. 

Ainsi , lorsque deux droites parallèles sont coupées par 
deux autres droites parallèles, le quadrilatère qui en résulte 
est un parallélogramme. 

18. La buse d'un parallélogramme est indifféremment un 
côté quelconque. 

19. La hauteur d’un parallélogramme est la distance de 
la base au côté opposé. 

.. 20. Le trapèze est un quadrilatère dont deux côtés scule- 
< ment sont parallèles. 

2t. Les bases d’un tiapèze sont les deux côtés parallèles. 

22. \,a. hauteur d’un trapèze est la distance des deux bases. 

23. Le rectanf/le est un quadrilatère qui a ses angles 
droits. 

Ainsi , lorsque deux droites parallèles sont coupées per- 
pendiculairement par deux autres droites parallèles ( livre i, 
17), le quadrilalèrcî qui en résulte est un rectangle. 

llEM VugcE. Tout rectangle est un parallélogramme (liv. r, 

12 ). 

2i. r.a hauteur d’un rectangle est indifféremment l'un 
quelconque des deux côtés adjacents à la base. 

2.j. Le losanrje est un quadrilatère qui a ses côtés égaux. 

Ainsi, lorsque deux triangles isoscèles déf. 10), égaux 
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entre eux , sont placés extérieurement l’un à l'autre de 
manière que leurs bases coïncident, la figure totale est un 
losange. 

26 Le carré est un quadrilatère qui a ses angles droits 
et ses côtés égaux. 

27. L'n polygône est équianyle, lorsque tous ses angles 
sont égaux entre eux. 

28. Un polygône est équilatéral, lorsque tous ses côtés 
sont égaux entre eux. 

Ainsi lorsque, des extrémités B et G d’une 
droite, comme centres, avec un rayon égal à 
BC, on décrit deux circonférences, qui se 
rencontrent en un point A (ax. 10), et qu’on 
mène les rayons AB, AC, le triangle ABC 
qui en résulte est équilatéral. 

29. Tout polygône, situé entièrement d’un môme côté de 
la direction de chacun de ses côtés, est coiivejce. Ainsi les 
triangles, les parallélogrammes et les trapèzes sont des poly- 
gônes convexes. 

Remaik'i'e. Tous les polygônes dont il sera question dans 
ce traité seront convexes. 

30. Tout angle, formé par l’un de deux 
A<ç côtés consécutifs d'un polygône cl le pro- 

\ / longcmenl de l’autre, est au po- 

ï* c K lyi^ône. Tel est l’angle DGF, formé par le 
côté CI) jet le prolongement C F du côté I5C. 

31. Les deux angles d’un triangle, non adjacents à un 
angle extérieur au triangle, s’appellent 
* angles intérieurs opposés. Tels sont les 

deux angles A et B du triangle ABC, 


B 


C D P®'' rapP'Ji’t il l’angle AGD extérieur au 


triangle. 


32. La bissectrice d’un angle est la droite qui le divise en 
deux parties égales. 

33. Une ligne est le lieu géométrique des points qui ont 
une certaine propriété, lorsque tout point pris sur la ligne 
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;i ccttc propriété, et que tout point pris hors de la ligne n’a 
pas cette même propriété.- 

Ainsi, la circonférence est le lieu géométrique des points 
dont la distance au centre est égale au rayon (princ. 5). 

Lorsque deux polygônes, qui ont un angle égal, sont 
tels, qu’en suivant chaque contour dans un môme sens, le 
second angle de l’un des polygônes soit égal au second an- 
gle de l’autre, le troisième au troisième, et ainsi de suite, 
ces deux polygônes ont les angles égaux chacun à chacun 
et situés dans le même ordre. 

35. Dans deux polygônes, qui ont les angles égaux cha- 
cun à chacun et situés dans le môme ordre, on nomme : 
1" angles homologues , les angles égaux qui ont le même 
rang; 2" côtés homologues , les côtés adjacents aux angles 
homologues; 3“ sommets homologues, les sommets des 
angles homologues; V diagonales homologues, celles qui 
joignent des sommets homologues ; 5“ triangles homologues, 
ceux qui ont leurs sommets homologues. 

l'HÉORKME PREiUlER. 


Vne ligne droite, menée comme on rondrci , ne 
peut rencontrer le contour d’un poiygône conve.ve 
en plus de deux points. 


' A 
M 
B 


\V 


Car, supposons qu’une lignre droite 
puisse rencontrer le contour du polygône 
^ convexe ABCD en trois points .M, N, P; 
le côté A D , rencontrant la droite M N P au 
point N placé entre M et P, la couperait en ce point (ax. 6); 
donc les deux autres points M et P du polygône seraient 
situés de différents côtés de la direction Al), ce qui est 
contraire à la définition des polygônes convexes (déf. -29) ; 
donc une ligne droite, menée comme on voudra, ne peut 
rencontrer le cotitour d’un polygône convexe en plus de 
deux points. 


0 
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liEjiAiiuuE. Lorsqu’une droite a la môme direction qu’un 
côté du polygône, les points de ce côté, placés entre ses 
extrémités, ne sont pas regardés comme points de ren- 
contre de la droite avec le contour du polygône. 


TIIÉORÈME II. 


Toute droite IMN, fjui a ses extrémités sur le con- 
tour lüun pohjyône convexe ABGD, est située tout 
cntihe dans le- pobjijône. 


G En effet, si on prolonge chacun 

^ \ des côtés AB, BC, CD, etc, en 

** y suivant le contour dans un môme 

" m/-- sens, le polygône, étant convexe, 

/B c ïf sera situé tout entier d’un môme 

® côté de laligne.AE; ladroite MN, 

ayant, ses extrémités sur le contour du polygône, sera de 
même située tout entière de ce côté de AE; donc elle n’a ' 
aucun point dans la portion de plan indéfitiie EAH, qui est 
placée, par rapport au polygône, de l’autre côté de A E; on 
prouverait de même que la droite MN n’a aucun point dans 
les portions de plan EBE, ECG, etc.; donc elle est tout 
entière dans le polygône .ABC D. 

RE-UAnycE. Soit ABC un triangle quelconque. La droite 



MN qui a ses extrémités M et N, l’une 
entre A et B sur le côté A B , l’autre entre 
A et C sur le Côté AC, détermine un qua- 
drilatère convexe B. M NC. Pareillement, la 
droite. PQ, dont les extrémités Pet 0 sont 
situées respectivement sur les côtés consécutifs BC, Ci\ du 
quadrilatère, détermine un pentagône convexe M.NPQB, 
et ainsi de suite : donc on peut construire des potygônes 
convexes d'un nombre de côtes aussi grand qu'on voudra. 
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GÉOMÉTBIE PI-AKE. 


THÉORÈME 111. 


Tout angle ACD, extérieur à un triangle, est 
plus grand que chacun des angle^ intérieurs opposés, 
et la somme de deux angles intérieurs ABC, ACB, 
pris comme on voudra, est moindre (pic deux angles 
droits. 


A 


1“ Car ACD et ABC .sont deux an- 
gles correspondants par rapport aux 
• deux droites AB, AC coupées par la 
7~ô ligne BC(liv. l,déf. 16); donc l’angle 
É extérieur ACD est plus grand que 
ABC{liv. 1, 10); on aura pareillement BCE >BAC; or 


ACD = BCE, donc ACD>BAC. 

2° Car ABC et .\CB sont des angles intérieurs formés du 
môme côté de la sé'cante BC que le point de rencontre A 
des deux droites AB, AC; donc leur somme est moindre 
que deux angles droits (liv. 1, 10). 

CuRou.AiRÉ. Lorsqu'un des trois angles (T un triangle est 
droit ou obtus, chacun des deux autres eût un angle aigu. 


THÉORÈME IV. 


I.orsfpie d’un point O, pris dans l’intérieur (Vun 
triangle ABC, on mène des droites aux extrémités 
de la base, l'angle BO’C formé par ces droites est 
plus grajid que l’angle au sommet. 

m 

A Prolongeons B O jusqu’à la rencontre du 

d^\r> côté AC en D (ax. à). L’angle BOC, exté- 
rieur au triangle CO D, est plus grand que 
" c l’angle intérieur ODC (.*1) ; pareillement, 


Digitized bv Gt)Oglc 



LIVHE II. 


31 

riiii};le OÜC, extérieur au triangle BAI), est plus grand 
que BAC; donc, à plus forte raison, B OC > BAC. 


THEORIs^IE V. 


Tout AGI), extérieur à nu trinnijle , est éyal 
à la somme des deux angles intérieurs o]>posés , et la 
somme des trois angles du triangle est égale à deux 
angles droits. 




\ 


^ Menons CE parallèle à»A B, Les an- 
gles .\CE et A sont égaux, comme al- 

^ ternes-internes; les angles DCE et B 

® CD sont égaux, comme correspondants (li- 

vre 1 , 15) ; donc l'angle total ACD est égal à la somme des 
deux angles A et B; de plus, les trois angles B, \, C du 
triangle étant égaux respectivement aux trois angles consé- 
cutifs ECI), .ACE, ACB, forment une somme égale à deux 
, angles droits (liv. 1, 3). 

ConoLLxinE 1. Lorsque deux triangles ont deux angles 
égaux chacun à chacun, le troisième angle de l'un est égal 
au troisième de Taulre. 

('.OKOLLAiHE 2. Les deux angles a’igus d'un triangle rec- 
tangle sont complémentaires. 


THEOIIEXIE VI. 

La somme îles angles d'im pohjgône ABCDE est 
égale à autant de fcîis deux angles droits gu il a de 
côtés moins deux. * 

D'un même sommet A menons les diago- 
nales AC, AD aux autres sommets'; ces 
\ ■■■•.., / droites seront intérieures au polygône (2), et 
le-partageront en autant de triangles qu'il a de 
côtés moins'deux ; car, si l’on prend le point A pour sommet 
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commun de tous ccs triangles, chaque côté du polygône 
servira de base à un triangle, à l’exccplioti des deux côtés 
AB, A E qui se rencontrent au point A ; mais la somme des 
angles du polygône'est visiblement égale à celle des angles ' 
de tous les triangles; d’ailleurs la somme des angles de 
chaque triangle est égale à deux droits (5) ; donc la sommé 
des angles du polygône est égale à autant de fois deux an- 
gles droits qu’il y a de triangles ou de côtés moins deux 
dans le polygône. -î' 

CuROLr.AiRE 1. La somme des angles d’un quadrilalère est 
égale à quatre angles droits. 

liEMAHQUE.' Si l’on désigne par n le nombre des côtés d’un 
polygône, la somme de ses angles sera 2 x (n — 2) ou 
2 n—h angles droits. 

Corollaire 2. Lorsqu’on prolonge chacun des côtés d’un 
polygône ABC DE en suivant le con- 
tour dans un même sens , la somme des 
angles CBG, D Cil, EDI, etc. , exté- 
rieurs au polygône, est égale à quatre 
angles droits. En effet, ABC + CBG* 
= deux droits, BC.D -|- DCH = deux 
droits , et ainsi de suite; donc la somme de tous les angles 
intérieurs et extérieurs au polygône est égale à n fois deux 
angles droits ou à2 w angles droits ; or la somme des angles 
intérieurs est égale à 2 n — i angles droits, donc la somme 
des angles extérieurs vaut quatre angles droits. 



THEOREME VII. 


Lorsque deux triangles ont un. angle égal eompris 
entre côtés égaux chacun à chacun, le troisième côté ■ 
de l’vn esl égal au troisième côté de Vautré, les deux . 
triangles sont égaux, et les autres angles opposés à 
des côtés égaux sont égaux entre eux; 
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Soit l’angle A = ü, le côté 
AB= DE et le côtéAC = DF. 

Plaçons le triangle A RC sur 
DEF de manière que le point 
A tombe au point D et que le côté AB coïncide avec DE : 
le point B tombera au point E; et, puisque l’angle A est 
égal à l’angle D, le côté AC tombera sur le côté DF qui lui 
est égal, et le point C au point F ; donc le troisième côté BC 
coïncidera avec le troisième côté EF (ax. 2), le triangle 
ABC avec DEF, l’angle B avec l’angle E et l’angle C avec 
l’angle F: donc le côté BC=EF, le triangle ABC = DEF, 
l’angle B = E et l’angle C = F. 

Remarque. On prouverait de môme qu’en général deua; 
polytjônes de n côtés sont égaux, lorsqu'ils ont n— 2 angles 
égaux chacun à chacun et situés dans le même ordre, et 


tes n —1 côtés homologues égaux (AitL 3i et 35). 

Il en résulte que (n — 2) + (n— 1) ou 2« — 3 conditions 
sont nécessaires pour l’égalité de deux polygones de n côtés, 
et que ces conditions sulTisent lorsqu'elles sont convenable- 
ment choisies. 


ÏIIÉORÈME VIII, 

Dans tout triangle isoscélc, tes angles opposés aux 
côtés égaux sont égaux entre eux. 

»- Soit le côté AB = AC; je dis que 

A l’angle C = B. 

Concevons un second triangle abc 
égal au premier : ces deux triangles 
■’ ® ont l’angle A =«, le côté AB = ae et 

le côté AC= «ô,- donc, en vertu du théorème précédent , 
l’angle C opposé au côté AB est égal à l’angle b opposé au 
côté ac; or B = 6 par hypothèse, donc C = B. 

CoROi,i,AiRE 1. Tout triangle équilatéral est équiangle, et 

s 
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chaque angle d'un triangle équilatéral ed le tiers de deux 
angles droits (5) ou tes deux tiers d'un angle droit. 

CouoLLAiiiE 2. Chacun des angles aigus d’un triangle rec- 
tangle isoscèle vaut un demi-angle droit (5 cor. 2). 

Corollaire 3. Lorsque deux triangles rectangles isoscèles, 
égaux entre eux , sont placés extérieurement l’un à l’autre 
de manière que leurs bases co’incident , la figure totale est 
un carré (déf. 26). 

THÉORÈME IX. 

Lorsque deu.v triangles ont un coté égal adjacent à 
deux angles égaiLv chacun à chacun, le troisième 
angle de l'un est égal nu troisième angle de l'autre, 
les deux triangles sont éguu.r, et les autres cotés op- 
posés à des angles égaux sont égaux entre eux. 

A I) Soit le côté BC = EF, l’angle 

lî = E , et l’angle G = F. 
Plaçons le triangle A 11 G sur 
® ^ ® DEF de manière que le point 

B tombe au point E et que le côté BG coïncide avec E F qui 
lui est égal: le point G tombera au point F; et, puisque 
l’angle B est égal à l’angle E , le côté B A prendra la direc- 
tion du côté ED ; pareillement , puisque l’angle G = F , le 
côté CA prendra la direction FD ; donc le point A tombera 
au point D, le troisième angle A coïncidera avec le troisième 
angle D, le triangle ABG avec DEF, le côté AB avec DE 
et le côté AG avec DF : donc l’angle A = 1) , les deux trian- 
gles sont égaux, le côté A B = DE , et le côté AG = I) F, 

Re.mar<jce. On prouverait de même qu’en général deux 
polygones de n côtés sont égaux, lorsqu'ils ont n — 1 angles 
égaux chacun à chacun et situés dans le meme ordre , et les 
n — 2 côtés homologues égaux. On retrouve ainsi le nombre 
{» — 1) + (m — 2) ou *271 — 3 de conditions nécessaires pour 
l’égalité de deux polygônes de n côtés (7, rem.). 
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TIIEOHEME X. 


Ijorsque ileu.v aiu/les sont étjaux dans un triangle, 
les côtés opposés à ces angles sont égaux entre eux. 

Soit l’angle B = C ; je dis que le côté 
AC = AB. 

Concevons un second triangle abc 
égal au premier : ces deux triangles 
ont lecôtéBC = ôc, l’angle B = cet 
l’angle C = 6; donc, en vertu du théorème précédent, le 
côté AC opposé à l’angle B est égal au côté ab opposé à 
l’angle c; or AB=aô par hypothèse, donc AC =AB. 

CoROLLAiKE. Tout triangle équiangte est équilatéral. 



THEOREME XI. 


Lorsepte deux triangles ont les trois côtés égaux 
chacun à chacun , les angles opposés au,v côtés égaux 
sont égaux entre eux, ainsi (pie les deux triangles 
proposés. 

Soient ABC, 
DBC les triangles 
c' :^^ proposés que nous 
supposerons pla- 
u cés de manière 
qu'ils aient un côté commun BC, le côté AB = DB, etle 
côté AC = DC. Il sulTira de prouver que l’angle BAC 
== BDC , car alors les deux triangles auront un angle égal 
compris entre côtés égaux chacun à chiicun (7). 

Or, si l’on mène A I), cette droite rencontrera la ligne BC 
en un point O, et trois cas pourront se présenter selon que 
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GÉOMÉTIUE l’LANE. 

le point 0 sera situé sur le coté BC , à l’une de ses extré- 
mités, ou sur un de scs prolongements. 

1° Le côté A B étant , par hypothèse , égal au côté DB , 
l’angle BDA = BAD (8); de même , puisque le côté AG 
= DC, l'angle CDA =CAD; donc BDA + CDA = BAI) 
+ CADouBDC = BAC. 

2” Puisque le côté AB = DB, l’angle BDA = BAD. 

3° Puisque le côté AB = DB , l’angle BDA= BAD; de 
même, puisque le côté AC = DC, l’angle CDA = CAD ; 
donc BDA-CDA = BAD— CAD ou BDC = BAG. 

THÉORÈME Xll. 


La droite AD , menée du sommet au milieu de la 
base d’un trianyle isoseele, est perpendiculaire à celte 
base et divise l'angle du sommet en deux parties 
égales. 



En effet, les triangles A BD, ACD ont le 
côté A D commun , le côté A B = AC et le côté 
BD = CD parhvpolhèsc ; donc les angles oppo- 
sés aux côtés égaux sont égaux entre eux (11) ; 
donc l’angle ADB = ADC et l’angle BAD = 
CAD. 


ConoLLAiKE 1. La hauteur d'un triangle isoseele divise la 
base et l'angle du sommet en deux parties égales (liv. i, 11). 

Corollaire 2. La bissectrice de l'angle au sommet dé un 
triangle isoseele est perpendiculaire sur le milieu de la base. 

Corollaire 3. La perpendiculaire élevée sur le milieu de 
la base d'un triangle isoscète divise l'angle du sommet en 
deux parties égales (liv. i, 1). 


THÉORÈME XIII, 

Lorsque deux triangles rectangles ont l’hypotémise 


Digitized by Google 


uvnE 11. 


37 


éfiale et un angle aigu égal, le troisième angle de l’un 
^esl égal au troisième angle de l’autre, les deux triangles 
sont égaux, et les autres angles opposés à des cotés 
égaux sont égaux entre eux. 



Soit l’hypoténuse AC = DF et l’angle 
aigu C = F. 

Plaçons le triangle ABC sur DEF de 
manière que le point A tombe au point D 
et l’hypoténuse AC sur DF; le point C 
tombera au point F , et , puisque l’angle C = F , le côté C B 
prendra la direction FE; donc le point B tombera au 
point E, sans quoi il y aurait deux perpendiculaires abais- 
sées du point Dsur une môme droite EF, ce qui est impos" 
sible; donc l’angle A=D, le triangle ABC = DEF, le 
côté A B = D E et le côté BC = EF. 


THÉORÈME XIV. 

Lorsque deux triangles rectangles ont l'hypoténuse 
égale et un autre côté égal , le troisième côté de l’un est 
égal au troisième côté de l’autre, les deux triangles 
sont égaux, et les autres angles opposés à des côtés 
égaux sont égaux entre eux. 


^ Soient ABC, A BD les triangles proposés, 

A qui ont l’hypoténuse AC = AD et le côté 
AB commun. La somme des angles ABC, 
A BD étant égale à deux droits, la ligne CBD 
DEC est droite (li>. 1 , V) : or, dans le triangle A C D; 
le côté AC = A D par hypothèse , donc l’angle D = C (8) ; 
donc les triangles ABC, A BD, ont l’hypoténuse égale et 
un angle aigu égal ; donc le côté B C = B ü , les deux trian- 
gles sont égaux, étranglé BAC = B A D (13). 
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THÉORÈME XV. 


Deux parallélofjrammps , fini ont vn augh égal 
compris entre côtés égaux chacun à chacun, sont 
égaux entre eux. 


/ 


L 

F 


H Soil l'angle A = E, le côté 

7 AB = EEetlecôtéAD=EH. 
./ Plaçons la figure A BCDsur 
^ EFG H de manière que le 
point A tombe au point E et le côté AB sur EF ; le point B 
tombera nu point F, et, puisque l’angle A = E, le côté A f) 
prendra la direction EH et le point D tombera au point 11 ; 
donc la droite 1)C parallèle à AB prendra la direction de 
11 G parallèle à EF. sans quoi il y aurait deux parallèles me- 
nées d'un môme point H à une môme droite EF, ce qui est 
impossible ; pareillement, la droite B G parallèle à A D pren- 
dra la direction de FG parallèle à E H ; donc le point C tom- 
bera nu point G et les figures co'incideront ; donc elles sont 
égales. 


Gouoi.laike 1. Deux rectangles qui ont des hases égales 
et des hauteurs égales sont égaux entre eux, 

CoROi.t.AiRE 2. Tous les carrés qui ont un côté égal sont 
égaux entre eux. 


THÉORÈME XVI. 

Jxs angles opposés d’un parallélogramme sdnt égaux 
entre eux,- et réciprofjuemcnt , lorsf/ue, dans un (pia- 
drilat'crc , les angles opposés sont égaux , la figure est 
un parallélogramme. 

A n 1° Les angles .A et G, ayant les côtés pa- 

/ rallèles chacun à ch.icun et dirigés en sens 

Z / contraire, sont égaux entre eux. Il en e.st 

^ ^ de môme des angles B et D. 
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2" Soit A — C et 1? = D. On aura A + B = C + 1) ; or 
la somme des angles du quadrilatère est égale à quatre 
angles droits (6) ; donc leur demi-somme A + B est égale 
à deux droits; donc les droites AD, BC sont parallèles 
(liv 1, 9) : on prouvera de môme que AB est parallèle à 
CD; donc ABCD est un parallélogramme. 

THÊORÈHE XVII. 

Les côtés opposés d’un parallélogramme sont, égaux ; 
et réciproquement , lorsque, dans un quadrilatère , 
les côtés opposés sont égaux , la figure est un paral- 
lélogramme. 

^ D ^^*C"ons la diagonale AC. Les trian- 

gles ABC, ACD ont le côté AC commun, 
les angles BAC, ACD égaux, comme al- 
ternes -internes , et l’angle A CB = CAD 
par la môme raison ; donc le côté AB opposé à l’angle A CB 
est égal au côté CD opposé à l'angle CAD, et le côté BC 
opposé à l'angle BAC est égal au côté AD opposé à l’angle 
ACD (9). 

2° Soit le côté .\B = CD et A D = BC. Les triangles 
ABC, ACD ont les trois côtés égauv chacun à chacun; 
donc l’angle BAC opposé au côté BC est égal à l’angle 
ACD opposé au côté AD (11); or ces deux angles sont al- 
ternes-internes, donc les droites AB, Cl) sont parallèles 
(liv. 1, 8); on prouverait de même que AD est parallèle à 
BC; donc ABCD est un parallélogramme. 

Coiitn.LvinE. Tous les losanges sont des parallélogrammes 
(déf. 25). 

Remakque. Les triangles ABC, ACD, ayant un côté com- 
mun AC adjacent à deux angles égaux chacun à chacun, 
sont égaux entie eux (9); donc chaque diagonale d un pa- 
rallélogramme partage la figure en deux triangles égaux. 
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Lonsque deux entés opposés AB, Cl) d’un (piadri- 
lat'ere sont égaux et parallèles, les deux autres cotés 
AD, BC sont aussi égaux et parallèles. 



Menons la diagonale AC. Les triangles 
A BC, AC Dont les angles BAC, ACDégaux, 
comme alternes-internes, le côté AC com- 
mun, et le côté AB = CD par hypothèse; 


donc BC = AD et l’angle ACB = CAD (7); or ces deux 


angles sont alternes-internes, donc AD est parallèle à BC. 


T1IÊORÈ.UE XI\. 

Les diagonales d’un parallélogramme se coupent 
mutuellement en deux parties égales; et réciprogue- 
menl, lorsque, dans un quadrilatère , les diagonales 
se coupent mutuellement en deu.r parties égales, les 
côtés opposés sont égau.r et parallèles. 

1° Les triangles AOB, COD ont les côtés 
A B, C D égaux , comme opposés dans un pa- 
rallélogramme (17) , les ongles OAB, OCD 
égaux, comme alternes-internes, et l’angle 
OBA = ODC par la mémo raison; donc OA = OCetOB — 
OD (9). 

2“ Les triangles AOB, COD ont les angles AOB, COD 
égaux, comme ojiposés au sommet, le côté AO = CO et le 
côté BO = DO par hypothèse; donc AB = CD et l’angle 
• BAO = DCO (7) ; or ces deux angles sont alternes-internes, 
donc A B est parallèle à C D. On prouverait de mémo que A D 
est égal et parallèle à DT.. 




Digitized by Googit 



LIVBE II. 


< 




TIIKORÉME XX. 

Les diafjonales d’im rectangle ABCD se coupent en 
quatre parties égales ; et réciproquement, lorsque, dans 
un quadrikdére , les diagonales se coupent en quatre 
parties égales, la figure est un rectangle. 


1” La figure ABCD étant un parallélo- 
gramme (déf. 23) , on a OA = OC, OB = 
OD (19) et AB = CD (17); de plus, l’angle 
*■ '' droit ABC = BCDet le côté BC est com- 

mun au\ triangles ABC, BCl); donc ces triangles ont un 
angle égal compris entre côtés égaux cliacun à chacun , et , 
par suite, AC = Bl) (7) ; donc OA moitié de AC est égal 
à OB moitié de BD, et l’on a OA = OB = OC = OD. 

2° On a, par hypothèse , OA = OB = OC = 01), d’où 
il résulte AC = Bl); de plus, puisque les diagonales AC, 
B I) se coupent mutuellement en parties égales, la figure 
ABCD est un parallélograme (19) et, par suite, AB = CD; 
donc les triangles ABC, BC Dont les trois côtés égaux cha- 
cun à chacun; donc l’angle A BC = BCl) (11) ; or ces deux 
angles sont supplémentaires (liv. 1, 15), donc ils sont droits 
et la figure A BCD est un rectangle (16). 

ConocLAiRE I. Dutis tout triangle rectangle ABC, te mi- 
lieu de, F hypoténuse est également distant des trois sommets. 

CoKOLLAiKE 2. Béciproquement, lorsqu'un point 0 , situé 
sur l’un des trois côtés d’un triangle ABC, est également 
distant des trois sommets, l’angte opposé à ce côté est droit. 


■THÉORÈME XXI. 


Les diagonales d’un losange ABCD se coupent mu- 
tuellement en deux parties égales'ft à angles droits,- et 
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réaproquemeut, lorsque les diaqouales d’un quadriUtlere 
se coupent mutuellement en parties égales et à angles 
droits , la figure est un losange. 

1" La figure AIÎCD étant un paralliilo- 
gramme (17), on a OA = OC, 01^ = 0D(19); 
déplus, la droite AO, qui joint le sommet du 
triangle isoscèle ABD au milieu de sa base , 
est perpendiculaire à cette base (12) ; donc 
les diagonales AC, BD se coupent à angles droits. 

2“ Les triangles AOB, BOC, COD, AOD ont un angle 
droit égal compris entre côtés égaux chacun à chacun ; donc 
les troisièmes côtés AB, BC, Cl), AD sont égaux entre 
eux, et la figure ABCD est un losange. 

_ C01101.LAIHE. Lei diagonales d’un carré se coupent en 
quatre parties égales et à angles droits; et réciproque- 
ï ment , lorsque les diagonales d’un quadrilatère se coupent 
en quatre parties égales et à angles droits , la figure est un 
carré. Cela résulte de ce qu’un carré est à la fois un rectangle 
(20) et un losange. 

t - 

TUÉORKME XXII. 

Lorsqu’un côté AB d'un triangle ABC est partage en 
parties égales, les droites DG, EH, FI menées par les 
points de division, parallèlement à la base BC, par- 
tagent V autre côté AC en parties égales. 

Achevons les parallélogrammes DG II K, 
EIIIL, riCM. Les triangles ADG, DEK 
ont le côté A D = DE par hypothèse ; de 
plus, les angles DA G et ED K, ADG et 
DEK sont égaux comme correspondants ; 
doncAG = DK;on prouverait de môme 
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que 1)K = KL= FM : or les ciroiles GH cl 11 K, lïl et 
EL, IC et FM sont égales comme côtés opposés d’un paral- 
lélogramme; donc AG = GH = HI = IC. 

Remarque 1. Lorsqu un rûlé DR d'un DBCG est 

partagé en parties égales, les droites menées par les points 
E, F de division, parallèlement aux bases, partagent l'autre 
cédé GG en parties égales. 

Remarque 2. La droite menée par le point D milieu de 
A E parallèlement à EU passe par le milieu de AH ; de plus, 
les droites DG, KH sont égales comme côtés opposés d'un 
parallélogramme, et, les triangles ADG, DEK ayant un 
côté égal adjacent à deux ongles égaux chacun à chacun , le 
côté DG =EK ; donc EK = KH = DG ; donc la droite DG, 
qui Joint les milieux des deux côtés d'un triangle A EU, 
est parallèle à la base EH et égale à la moitié de cette base. 

On voit dé même que la droite EU, qui joint les milieux 
des deux côtés d’un trapèze DF IG, est parallèle aux bases. 


THÉOKKME XXIII. 

Dans (oui trapèze: 1° /« droite EF, qw joint les 
7nilieux des deux côtés AB , DC, est éc/ale à la derni- 
somtne des bases; 2° la droite IK, qui joint les mi- 
lieux des diagonales AC, RD, est égale à la demi- 
différence des bases. 




La droite EF, étant menée par le mi- 
lieu de .AB parallèlement à la base BC, 
du triangle A BC (22, rem. 2), passe par 
c le point l milieu de AC (22) ; celte même 
droite EF, étant parallèle à la base Al) du triangle ABD, 
passe par le point K milieu de BD. Cela étant, les triangles 
ABC, AGI), ABD donnent El=4BC, IF =-jAD, EK 
= i AD (22, rem. 2); donc 1» E 1 -f IF = ^ BC -t- 4 A D 
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ouEF = i(BC + AD) ;2»EI — EK = -^BC— f AD ou 
IK = i (BC— AD). 

Remauqie. Les milieux E, F rfpi deux côtés d’un trapèze 
et lesmilieux I, K des diagonales sont situés en ligne droite. 

THÉORÈME XXIV. 

Dam tout triangle , un côté A B est plus petit que la 
somme des deux autres et plus grand que leur différence. 

X 1° Car la droite AB est plus courte 
que la ligne brisée AC B qui a les 
\ mômes extrémités (ax. 12). 

-c 2“ On a BC< AB + AC (1”) ; re- 
tranchant A C de part et d'autre, il vient BC — AC<ABou 
AB>BC — AC. 

THÉORÈXIE XXV. 

De deux cotés d’un triangle celui-là est le plus petit 
qui est opposé à un plus petit angle ; et réciproquement, 
de deux angles d’un triangle, celui-là est le plus petit 
qui est opposé à un plus petit côté. 

1° Soit l’angle ACB < ABC ; je dis que le 
côté AB est plus petit que AC. Dans l’angle 
m ABC menons une droite qui fa.sse avec BC 
^ langle CBD = ACB : cette droite rencon- 
trera AC en un point D (ax. 4), et l’on aura 
BD=CD (10); mais le triangle A BD donne AB<AI) 
+ BD (24); remplaçant BD par CD, il vient A B < AD + 
CDouAB<AC. 

2° Car, si l’angle opposé au plus petit côté était égal ou 
supérieur à l’angle opposé au plus grand côté, le plus jietit 
côté serait égal (tO) ou supérieur (1°) au plus grand , ce qui 
est absurde. 
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TIIÉOUÊMB XXVI. 

Lorsque deux trimiÿles ont deux cotés égaux chacun 
à chacun, et l’angle formé par les deux côtés du pre- 
mier plus petit que l angle formé par les deux côtés du 
second, le troisième côté du premier triangle est plus 
petit que le troisième côté du second. 



Soient ABC, ABI) les triangles proposés, 
qui ont le cOté A B commun, le cété A C = A I) 
et l’angle B.\C < B A I) ; je dis que le troisième 
ertté BC est plus petit que le troisième côté Bl). 

Concevons la différence CAD des angles 
BA D , BAC divisée en deux parties égales ; la 
bissectrice rencontrera BDen un point E(ax. 4) 
et, si l’on mène la droite CE, les triangles CAE, DAE 
auront l’angle EAC = EAD, le cété AE commun et AC== 
A D par hypothèse ; donc le troisième côté CE = DE ; mais 
le triangle BCE donne BC<BE + CE (2'i.) ; remplaçant 
CE par DE , il vient BC < BE + DE ou BC <BD. 

Remarque. Si les trois points B , C , D étaient en ligne 
droite, on aurait évidemment BC <BD. 

Corollaire. Réciproquement, lorsque deux triangles ont 
deux côtés égaux chacun à chacun , et le troisième côté du 
premier plus petit que le troisième côté du second, C angle op~ 
posé au troisième côté du premier triangle est plus petit que 
l'angle opposé au troisième côté du second. 

Car, si l'angle opposé au troisième côté du premier trian- 
gle était égal ou supérieur à l’angle opposé au troisième 
côté du second, le troisième côté du premier serait égal (7) 
ou supérieur (26) au troisième côté du second , ce qui est 
contraire à la supposition. 
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J THÉORÈME XXVII. 

Lorsque d’un point K, situé hors d’une droite BC, 
, on mène une perpendiculaire à cette droite et différentes 
obliques: 1“ la perpendiculaire AP est plus courte que 
toute oblique AD; 2° deux obliques AD, AE, dont les 
pieds s ecartent également de la perpendiculaire , sont 
égales, 3° de deux obliques AD, AF, dont les pieds 
s'écartent inégalement de la perpendiculaire , celle dont 
le pied s’en écarte le moins est la plus courte. 

A 1® L’angle A PD étant droit, ADP 

/V est aigu (3); donc ADP<APD et, 

/ \\ par suite , A P < A D (25). 

g- / - \ \ 2“ Les triangles A D P , A E P ont le 

^ côté AP commun, l’angle APD = 
APE et PD = PE par hypothèse ; donc AD = AE (7). 

3" Soit D P < F P ; je dis que l’oblique A D est plus courte 
. que l’oblique A F. 

Prenons EP = DP et menons AE. Les obliques AE, 
AD sont égales (2") ; donc il sullit de prouver que l’oblique 
1 AE est plus courte que AF. Or, l’angle APF étant droit, 

chacun des angles AE P, AFP est aigu ; l’angle AE P étant 
aigu , A EF est obtus; donc, dans le triangle A EF’, on a 
l’angle AFE< AEF; donc AE<AF. 

Corollaire 1 . Lorsque deux obliques sont égales, leurs 
pieds s'écartent également de la perpendiculaire; et, lorsque 
deux obliques sont inégales , le pied de la plus courte s'é- 
carte le moins de lu perpendiculaire. 

Corollaire 2. La distance (Lun point à une droite est la 
perpendiculaire abaissée du point sur la droite (déf. 15). 
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THÉORÈME XXVIII. 

Deux pamlleles AB, CD sont partout également 
distantes; et réciproquement , toute droite AB qui a 
deux points M et N situés d’un même côté d’une autre 
droite CD, à égale distance de celle-ci, lui est parallèle. 

E| 1° Prenons, sur AB, deux points 

5_jj quelconques M et N et abaissons surC I) 

£ les perpendiculaires MP, N Q , qui se- 

„ ront aussi perpendiculaires .sur AB 

^ ^ (liv. 1 , 17) ; je dis que MP = NQ. 

• En effet , ces deux droites, étant perpendiculaires à une 
troisième, sont parallèles ; donc M PQ N est un parallélo- 
gramme ; donc MP = NQ (17). 

2° Car, si l’on abaisse les perpendiculaires MP, NQsur 
C D , on aura par hypothèse M P = N Q ; d’ailleurs ces deux 
lignes, perpendiculaires à une même droite C 1) , sont paral- 
lèles; donc dans le quadrilatère MPQN , les côtés opposés 
M.N , PQ sont parallèles (18) ou, autrement , A B est paral- 
lèle à C 1). 

Corollaire. La ligne \ B est le lieu géométrique des points 
situés, d’un même côté de CD, à une distance de cette droite 
égale à celle des deux parallèles. 

Car si l’on prend , de ce côté de C D, un point quelconque 
E hors de la ligne AB , et qu’on mène la droite EM P per- 
pendiculaire aux deux parallèles, selon que le point E sera 
situé entre les parallèles ou en dehors, on aura évidemment 
EP<MPou EP>MP. 

THÉORÈME XXIX. 

La perpendiculaire CD sur le milieu iVune droite 
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r 

A B e.s< /<? lim fjéométrique des points également dis-^ 
tants des extrémités de cette droite: 

V 

11 s’agit de prouver que tout point M , 
situé sur CD, est également distant des 
extrémités A et B, et qu’un point qiielcon- - 
que N, pris hors de C D , est inégalement' 
distant des mêmes extrémités. 

1” La distance AO = BO, par hypo- 
thèse ; donc l’oblique M A = M B (27) . 

2° Menons N. \'î NB. La droite N A rencontrera C D en un 
point M (ax. 8) et, si l’on mène MB, on aura, en vertu de 
ce qui précède , MB = MA; mais le triangle MBN donne 
NB<MN-|-MB (24); remplaçant MB par MA, il vient 
N B < M N + M A ou N B< N A. 

foROLr.AiRE. Toute droite, (pii n deux points situés chucun 
à éijale distance des extrémités d’une autre droite, est per- 
pendiculaire sur le milieu de celle-ci. 


C 




1 

Di 

0 


THÉORÈME XXX. 


Étant donnés trois points A , B , C tion en ligne 
droite, on peut trouver un autre point également distant 
des trois premiers, mais on n’en peut trouver (pi un 
seul. 


Menons AB, AC ; élevons, sur le mi- 
lieu de AB, la perpendiculaire DE et, 
sur le milieu de AC, la perpendiculaire 
FG ; ces deux lignes se rencontreront en 
un point O (liv. i , 14) , qui sera le point 
demandé. 

En effet, le point O , appartenant à la perpendiculaire 
DE , est également distant des points A et B (29) ; le môme 
point O, appartenant à la perpendiculaire F G, est également 
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distant des deux points A et C ; donc les trois distances 
O A , OR , OC sont égales entre elles. 

2" Je dis que 0 est le seul point également distant des 
trois points A , B , C. 

Car tout point également distant de A , B , C appurlient à 
la fois aux deux perfiendii ulaires DE , FG (29), qui se ren- 
contrent au seul point O. 

CoROLL.unE. Si l’on mène B(], la perpendiculaire élevée 
sur le milieu de cette droite passera par le point O , qui est 
également distant des extrémités B et C (29) ; donc les per- 
pendiculaires élevées sur les milieux des côtés d’un triangle 
A BC concourent en un même point. 

TIIÛORÉIMK XXXI. 

•y 

^ La ■hisscctricc \ \)d’iin aiif/tc Il.YCc.v/ te lieu (jéomé- 
lri<iui‘ des points situés dans l’angle à égale distance île 
ses côtés. 



1“ D’iin point quelconque M, pris 
sur A 1) , menons M I' perpendicu- 
laire sur A B, et .M Q jierpendiculaire 
sur A C ; je dis que .M 1* = MQ. 

En elTet , les triangles rectangles 
AMP, .4MQ ont 1 hypoténuse .\M 
commune et l’angle aigu MAP = .M-\Q, par hypothèse; 
donc le côté M P = .MQ (13). 

2" Soit A' un point pris dans l’angle B.VC hors de la bis- 
sectrice. Menons, de ce point, N P perpendiimlaire sur AB 
et N R perpendiculaire sur AC ; je dis qu’on aura N R < N P. 

Trois cas peuvent se présenter selon que l’angle BAN est 
aigu, droit ou obtus. 

Premier cas. La droite N P rencontrera Al) en un point 
M. (ax. 8), et, si l’on mène MQ perpendiculaire sur AC, on 
aiTra MP = MQ(1°); mais la perpendiculaire N R est plus 
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courte que l’oblhiue NQ (27); de plus , le triangle JtINQ 
donne +MQ; remplaçant MQ par MP, il vient 

N Q < M N + M P ou N 0 < N P ; donc , à plus forte raison , 
NK < JS P. 

Second cas. L’angle BAN étant 
droit, la perpendiculaire N P se con- 
fond avec A N , et la droite N R , per- 
pendiculaire sur AG, est plus courte 
que l’oblique N A. 

Troisième cas. L’angle B A N étant 
obtus, la perpendiculaire N P tombe 
sur le prolongement de BA (3 , cor.) , 
et renconti e le côté AG on un point I) ; 
or la droite NB, perpendiculaire sur 
A G, est plus courte que l’obliciue N 1); d’ailleurs on a évi- 
demment NI)< N P ; donc, à plus forte raison , N K <N P. 

Conou.AiBE. Toute droite qui a deux points dans un 
angle, situes chacun à égale distance de ses côtés , divise cet_ 
angle en deux parties égales. 




THKORKME XXXll. 

Un lri(tnt/le A\iC étant donné, on peut trouver dans 
l’ intérieur \m point également distant des trois cotés, 
mais on n’en peut trouver (pi un seul. 

1" Soit Al) la bissectrice de l’angle 
BAG, etBE celle de l’angle ABG; ces 
« ‘Iro'tes se scnconlrent en un point O 

4 A ^ l’intérieur du triangle (ax. i) : 

I) le point 0, appartenant à la bissectrice 

AI), est également distant des côtés A B, AG (31) ; le môme 
point 0, appartenant à la bissectrice BE, est également dis- 
tant des côtés AB, BG; donc il est également distant des 
trois côtés. 
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2' Je (lis que O est le seul point intérieur éfeoilement dis- 
tant des trois côtés. 

Car tout point intérieur également dislnnl des trois côtés 
appartient à la fois aux deux bissectrices AD, BE (31) , (|ui 
se rencontrent en un seul point O. 

CouoLL.uiiE. La bissectrice de l’angle C passera par le 
point O, (pii est également distant des côtés AC, BC ; donc 
les bissectrices des angles d'un Irianfile AliC cuncanrenl en 
un même point. 
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1,A CmœNFÈRENCE Eï LE CERCLE. 


DÉFINITIONS. 

1. Le cercle peut être considéré comme engendré par la 

e révolution d’une droite OA qui tourne au- 
tour du point fixe O. Dans ce mouvement , 
^ le point A décrit la circonférence { princ. 
déf. 19). 

2. L’«rc est une partie delà circonférence. 
3. La corde ou som-fendnnte d’un arc est la droite qui 
joint les extrémités de l’arc. 

4. Toute corde qui passe par le centre est un diamètre. 
REMAngcE. Tous les diamètres d’un môme cercle sont 
doubles du rayon, et, par suite, égaux entre eux. 

5. La partie du cercle, comprise entre un arc et sa corde, 
se nomme segment circulaire. Cette corde est la base du 
segment. 

6. La partie du cercle, comprise entre un arc et les rayons 
menés à ses extrémités , s’appelle secteur circulaire. Cet 
arc est la hase du secteur ; le centre du cercle en est le 
sommet. 

7. Tout angle, dont le sommet est au centre du cercle, 
s’appelle angle au centre. 

8. Un angle au centre et un arc sont correspondants, l’un 
à l’autre , lorsque l’angle a pour côtés les rayons menés 
aux extrémités de l’arc. 

9. Une droite est inscrite dans un cercle , lorsqu’elle a 
ses’extrémités sur la circonférence. 
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10. L’angle, formé par deux cordes qui se rencontrent 
sur la circonférence, s’appelle angle inscrit. 

11. Un angle est inscrit dans un segment, lorsqu’il a 
pour côtés les droites menées d’un point de l’arc du seg- 
ment à ses extrémités. 

12. Un segment est coprt6/e d’un certain angle , lorsque 
tout angle in.scrit dans le segment est égal à l’angle proposé.^ 

13. Un polygône est celui dont tous les côtés sont 
Jnscrits dans le cercle. 

14. Un cercle est circonscrit à un polygône , lorsque le 
polygône est inscrit dans le cercle. 

15. Une ligne droite et une circonférence sont tangentes, 
lorsqu’elles ont un seul point commun (princ. déf. 10). 

16. Deux circonférences sont tangentes, lorsqu’elles ont 
un seul point commun. 

17. Le point, commun à une tangente et à la circonfé- 
• ronce ou à deux circonférences tangentes, s’appelle point 

de contact. 

18. Un polygône est circonscrit à un cercle, lorsque 
cliaque côté est tangent à la circonférence en un point si- 
tué entre ses extrémités. 

19. Un cercle est inscrit dans uq polygône, lorsque le 
polygône est circonscrit au cercle. 

20. Une ligne droite est normale ou oblique à un cercle 
en un point delà circonférence, selon qu’elle est perpendi- 
culaire ou oblique à la tangente menée par ce point. 

21. Lorsque deux cercles non concentriques sont dans 
un môme plan , la droite indéfinie menée par les centres 
des deux cercles se nomme ligne des centres. 

» 

TIIÉORl'^MG PRBHIBR. 

Une ligne droite ED, menée comme on voudra, ne 
peut rencontrer la circonférence en plus de deux points 
A et B. 
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B D 


Prenons, sur AB, un point G, en- 
tre A et B; puis, joignons le eenlrc 
au\ points A, B, G. Le triangle A O B 
éiniit isoscèle, la droite 01, menée 
" du sommet au milieu de la base 

AB, est perpendiculaire à cette base ( liv. ii, 12); doue 
OC < OA (liv. Il, 27); donc le point G est intérieur au 
cercle. On prouverait de même que tout point I), situé sur 
un des jirolongements de AB, est extérieur au cercle; donc 
A et B sont les seuls points pù la droite El> rencontre la 
circonférence. 

Couou. viRE 1. Toute corde \ \\ est intérieure au cercle. 

Goiioi.LAinE 2. La cirrotiférenee est une ligne courbe. 
( princ. déf. 12). 


THÉORÈME II. 

Le centre d'un cercle est le .<teul point âwpiel on 
puisse mener ù la circonférence plus de deu.v droites 
éyales entre elles. 


G.ar si d'un point P, autre que le centre du 
.cercle, on pouvait mener, à la circonférence 0, 
trois droites P.A, PB, PG égales entre elles, il 
y ajurait deux points 0 et P situés chacun à 
égale distance (les trois points A, B, G, ce qui 
est impossible |liv. ii, 30). 

CouoLLAiiiE 1. Un cercle na qu'un seul centre. 
Coitoi.r.AiiiE 2. Deu.v circonférences, qui ont trois qminfs 
communs B, G, coïncident dans toute leur élendue et ne 



forment qu’une, seule et même circonférence. 

Resi viujLE. Soit 0 le point également distant des trois 
points A, B, G non en ligne droite (liv. ii, .30) ; si l’on dé- 
crit une circonférence du point O comme centre, avi'c un 
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rayon égal à la droite AO, elle pas.sera jmr les points A, B, G : 
îdone étant donnés trois points non en ligne droite, on peut 
décrire une cireonférence gui passe par ces trois points. 


THEOREME III. 


La perpendiculaire HC, menée à l'extrémité d’un 
rayon OA, est tangente à la circonférence ; et récipro- 
cpwment, le rayon OA, mené au point de contact, est 
perpendiculaire à 7a tangente. 


A D 1" Prenons, sur B G, un point quelconque 
® menons OD. ï/oblique 

/ / I 01) est plus grande que la perpendiculaire 

y J OA; donc le point’ D est situé hors du 
^ cercle; donc la droite B G n’a que le point 
A commun avec la circonférence ; donc elle est tangente 
(déf. 1.5). 

2" Puisque B G est une tangente, tous ses points, e.vcepté 
A, sont situés hors du cercle ; donc, si l'on mène du point O 
à In ligne BG une droite quclconquc’OD , autre que OA, 
on aura 0.\ <01); donc OA est perpendiculaire sur BC 
(liv. Il, 27 , cor. 2). 

Coiiüi.L.uiiE 1. Par un point, situé sur une circonférence, 
on ne peut mener qu une seule tangente. Gar si l’on pouvait 
en mener deux, elles seraient perpendiculaires à I cxtrémité 
du rayon mené au point de contact, ce qui est impossible 
(liv. 1 , 1 ). 

r;oRoi.r.AiRE 2. Toute droite, menée par le centre du cercle, 
est normale à ta circonférence { déf. 20) ; réciproquement, 
toute normale à la circonférence passe par le centre du cercle 

(liv. 1 , 1 ) 

CoKOLL.AiiiE 3. La perpendiculaire abaissée du centre sur 
la tangente passe par le point de contact (liv. i, 11). 
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' THKOUÈME IV. 

Les tmu/entes, 7}ieiiPes aux exirémilés d’un même 
diamètre, sont paralUdes; et récipro(juement, lors(pie 
deux tangentes sont parallèles, la corde (/ui joint les 
points de contact est un diamètre. 


1" Car elles sont toutes deux perpendiculaires à ce dia- 
inèlre (3, 2”). 

2“ Car le diamètre, perpendiculaire à l’une des tangentes, 
est aussi perpenniculaire à l'autre (liv. i, 17) ; donc il passe 
par les deux points de contact (3, cor. 3). 

Corollaire. Les tangentes menées aux extrémités d'une 
corde, autre (pi un diamètre , se rencontrent ; et réciprogue- 
inent, lorsque deux tangentes se rencontrent , la corde qui 
joint les poitits de contact n'est pas un diamètre. 


J.. 



TIlÉOltËME V. 


lout diamètre, AB divise, le cercle et la circonfé- 
rence en deux parties égales. 

Car, si l’on place le segment A CB sur le 
segment A 1)B, de manière que le diamètre 
AB soit commun aux deux figures, tous les 
points de l’arc A CB, étant situés à une dis- 
tance du centre égale au rayon, tomberont 
sur l’arc A I) B., 

Corollaire. Toute corde AC, autre qu’un diamètre, divise 
le cercle et ta circon férence en deux parties inégales. Car on 
a le .segment A DG plus grand que le demi-cercle ADB et 
l’arc A DG plus grand que la demi-circonférence ADB. 

Bemarqle. Lorsqu’il sera question de l’arc sous-tendu par 
une corde autre qu’un diamètre , ce sera toujours du plus 



. 
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pGtitdes (leux nrrs, sous-tendus par celle corde , qu’on en- 
tendra parler, à moins qu’on n’exprime le contraire. 



THEOREME VI. 

Daitë un même cercle ou dans des cercles égaux, à 
des angles nu centre A O B, DCE, égaux entre eux, 
correspondent des arcs égaux; et réciproquement. 

1" Plaçons le cercle OA sur 
le cercle CI) de manière que le 
point O tombe au point C, que 
le rayon OA coïncide avec Cl) 
et que l’angle AO B tombe sur 
I angle DCE; les deux circonférences coïncideront (princ. 5); 
et le point A tombera au point D; de plus, puisque l’angle 
AOB = DCE, le rayon OB prendra la direction CE et le 
point B tombera au point E; donc l’arc AB coïncidera avec 
DE; donc ces arcs sont égaux. 

2" Soit lare AB= DE. Si l'on fait coïncider, comme 
précédemment, le cercle O A avec le cercle CD, le point A 
tombera au point D ; et , puisque l’arc A B = UE, le point 
B tombera au point E ; donc le rayon O B coïncidera avec le 
rayon CE, et l’angle .4 O B avec DCE ; donc ces deux angles 
sont égaux. ' 

ItEMAaocE. On voit de môme que, dans un wéme cercle 
ou dans des cerelcs égaux , deux sceteurs qui ont des bases 
égales sont égaux entre eux. 

OoaoLLAiiiE. L'arc correspondant à un angle droit au 
centre est égal au quart de la circonférence, et le secteur qui 
a pour base le c/uart de lu circonférence est égal au quart du 
cercle. Car, soient AB, CD, deux diamètres perpendiculaires 
C entre eux ; les quatre angles droits A OC , 

BOC, BOD, AOD sont égaux; donc les 
arcs correspondants AC, BC, Bl), A I) sont 
égaux entre eux , ainsi que les quatre sec- 
teurs auxquels ces arcs servent de bases. 
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THKOUKME VII. 


Dnnx un même cercle ou dans des cercles égaux , à 
un plus grand angle au centre correspond un plus 
grand arc; et réciproguement. 


V P , ^ J, 1“ Soill’angle AOB > DCE. 

A A Si l’on conçoit, dans l’angle 
A O B, un angle AOF= DCE, 
on aura l’arc AF = D E (6, 1") ; 
mais l’arc AD est évidemment 
plus grand que AF ; donc AB > DE. 

Soit l'arc AB > DE. Si l'on prend, sur l’arc AB, une *: 
partie A F = DE, et qu’on mène O F, on aura l’angle AOF 
= DCE (0,2’); mais l’angle AO B est évidemment plus 
grand que AOF, donc AO B > DCE. < 

Re.mabqi:f.. On prouverait de la même manière que, daixs 
un meme ceirfe ou dans des cercles égaux , de deux secteurs 
celui-là est le plus grand qui a la plus grande base. 



THI':OltÊ.ME VIII. 

* 

Le diamètre Cl), perpendiculaire, à une corde AB, 
divi,se celle corde et chacun des arcs sous-tendus en 
deux parties égales. 

En effet, dans le triangle isoscèle AOB, la 
liautcur 01* divise la base A B et l’angle au 
sommet AOB en deux parties égales (liv. ii, 
12], doncAP= BPet l’angle AOC = BOC; 
donc l’arc AC = BC (0, 1°) ; de plus, l’angle 
AOD, supplément de AOC, est égal 5 l'an- 
gle B 01), supplément de BOC; donc l’arc AÜ = BD. 

' CoaoLi.AiKE 1. La perpendiculaire élevée sur le milieu 
* < 
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iF une corde ptisst: par le centre et divise chneun des arcs 
sous-tendus pur cette corde en deux parties égales. 

CoiioLi.AiKE 2. Le diamètre mené au milieu (F un arc est 
perpendiculaire sur le milieu de sa corde, et divise F autre 
arc sous- tend U par cette corde en deux parties égales. 


TlIÈOnÉME IX 



])ru.r parallèles tutercepteiiL sur la circonférence 
(les arcs égaujc. 

Trois cas pourront se presenter, sc- 
ion que les deux parallèles seront toutes 
deux sécantes j Tune sécante et l’autre 
tangente, ou toutes deux tangentes. 

1" Soient les deux parallèles M N, l’O. 
Le diamètre EF, perpendiculaire à la 
rorde AC, est aussi perpendiculaire A la corde 15 1) ( liv. i, 
17); donc il divise chacun des arcs AEC. I5EI) en deux 
parties égales (8) ; donc l’arc AE = CE, l’arc BE = DE, 
et, par suite, AE — BE = CE — DE ou AB = CD. 

2" Soient les deux parallèles MN, BS, dont l une est sé- 
cante, et l’autre tangente au point E. Le diamètre EF mené 
au point de contact, étant perpendiculaire à la tangente BS 
(3), est aussi perpendiculaire à la sécante .MN ; donc il di- 
vise l’arc A EC en deux parties égales ; donc l’arc A E = CE. 

3" Soient les parallèles RS, Tü, qui sont tangentes, l’une 
au point E et l’autre au point F. La corde EF, qui joint les 
points de contact, est un diamètre (V); donc elle divi.se la 
circonférence en deux parties égales (5) ; donc l’arc E.\ F = 
ECF. 


TIIÉOnÊ.ME X. 

Le (tiamcire c.s7 la plus grande ligne droite (pi on 
puisse inscrire dans le cercle. 
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Soit la cordc A B qui ne passe pas par le 
centre du cercle. Menons le diamètre AG et 
le rayon OB : le triangle AOB donne AO + 
OB>AB, or AO + OB = AC; donc AG > 
AB, 


THE;OnE.ME XI. 


Dans le même cercle ou clans des cercles égaux, 
deux arcs égaux AB, DE sont sous-lendus par des 
cordes égales; cl réciprociuement. 


1” En effet, puisque l’arc 
AB = DE, l’angle AOB = 
DGE (6); donc les triangles 
AOB, DGEont un angle égal 
compris entre côtés égaux 



chacun à chacun ; donc le troisième côté A B est égal au^ 
troisième côté DE, 

2" Soit la corde AB — DE; je dis que l’arc AB = DE. 

Gar, les triangles AOB, DGE ayant les trois côtés égaux 
chacun à chacun, l’angle AOB opposé à la corde A B est 
égal h l’angle DGR opposé à la corde DE; donc l’arc AB 
= DE (G). 


TUÉORÉME XII. 


Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, un 
plus grand arc est sous-lendu par une plus grande 
corde ; cl réciproquemenl. 



Soit l’arc A B> DE; je disque 
la corde A B est plus grande que 
la corde DE. 

En effet, puisque l’arc A B est 
plus grand que l’arc DE, l’angle 
AOB est plus grand que l’angle 
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CI 

DCE (7) : d’ailleurs les triangles AO B, DCE ont le côté 
OA = C D et le côté OB = C E ; donc le troisième côté A B 
est plus grand que le troisième côté DE (liv. ii, 26). 

■ 2" Soit la corde A B > DE ; je dis que l’arc A B est plus 
grand que l’arc D E. 

Car les triangles AOB, DCE ont, par hypothèse, le 
côté OA = CD, le côté OB = CE et le troisième côté AB 
plus grand que le troisième côté DE; donc l’angle O est 
plus grand que l’angle C (liv. ii, 26) ; donc l’arc AB est 
plus grand que l’arc DE (7). 

Remahoue. Si les arcs dont il s'agit étaient plus grands 
qu’une demi-circonférence, la proposition directe et sa ré- 
ciproque auraient lieu en sens invei;?e de leur énoncé : 
ainsi, la corde AB étant jdiis grande que la corde DE, l’arc 
AMB est plus petit que l'arc DNE. 

TIIÉOKKME XllI. 

Dans le même cercle on dans des cercles égaux , 
deux cordes égales sont également éloignées du rentre ; 
et réciproquement. 

1* Soient les cordes égales 
AB, DE; je dis que la perpen- 
f \J^ \ diculaire OP, abaissée du centre 
> C ) O sur A B, est égale à la perpen- 
^ diculaire CQ. abaissée du centre 
C sur DE. 

Menons les rayons OA, CD. Les triangles rectangles 
AOP, DCQ ont l'hypoténuse OA =CD et le côté AP, 
moitié de AB (8), égal au côté DQ, moitié de DE; donc 
OP = CQ (liv. Il, 15i.). 

2" Soit OP = CQ. Les triangles AOP, DCQ ont l’hypo- 
ténuse égale et un autre côté égal; donc AP -= DQ et, par 
suite, la corde AB, double de A P, est égale à la corde DE, 
double de DQ. 
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TIIKOItK.ME XIV. 


Dans le meme cercle ou dans des cercles éijaux, de 
deux cordes inétjales, la plus yrande est la moins éloi- 
gnée du centre; et récipro(iuement. 




1“ Soit la corde AB> DE: 
je dis que la perpendiculaire 
OP, abaissée du centre O sur 
A D, est plus courte que la per- 
pendiculaire CQ, abaissée du 
centre E sur DE. 


En ell’et, puisque la corde AK est plus grande que DE, 
l’arc AB est plus grand que l’arc DE (12) : cela étant, pre- 
nons sur l’arc AB un arc .\E = DE et menons Al". La 
corde AF est égale à la corde DE (11) et, par suite, 1a per- 
pendiculaire OS, abaissée du centre O sur AF, est égale à 
CQ (13) : mais la droite OS rencontre la corde AB en un 
point I (ax. 8), et l’on a O P < 01 (liv. ii, 27); donc, à plus 
forte raison, OP <0S ou OP < CQ. 


2“ Soit OP <CQ; je dis 
que la corde AB est plus 
grande que la corde DE. 

l’renons CS = 0 P et me- 
nons, par le points, la corde 
FG perpendiculaire à CQ; on aura FG = AB (13) et l'arc 
FKG>DKE; donc la corde F G est plus grande que la 
corde DE (12); or FG = .\B, donc B> DE. 



TIIÊOUÉME XV. 

Tout angle inscrit est la moitié de l’angle au centre 
correspondant à l’arc compris entre ses- côtés. 
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Trois ms peuvent se pn'isenter, selon que 
le cenlre du cercle est situé sur un des cotés 
de l’angle, dans l’angle ou liors de l’angle. 

1° L’angle inscrit BAC est la moitié de 
Tangle au centre BOC correspondant à 
Tare BC. En effet , Tanglc BOC, extérieur 
au triangle AOC, est égal à la somme des angles intérieurs 
A etc (liv. Il, 5); mais, dans le triangle isoscéle AOC, 
l’angle A = C; donc BAC = H? OC. 

2“ L’angle inscrit CAD = ^COD. Car, si Ton mène le 
diamètre AB, on aura BAC= ?BOC (1") et B.\D = iB01); 
donc BAC+ BAD = ïBOC + iBOD, ou CAD = îCOI). 

3” L’angle inscrit CAE= ;COE. Car BAE =-iBOE cl 
BAC = i|?OC; donc BAE— BAC = |BOE— ;B0C, ou 
CAE=^COE. 

OoKoi.i.AïuK I . Tous /es aiujles inscrits dans un meme 
seymenl sont égaux entre eux. Car chacun d’eux est la 
moitié d’un même angle au centre. 

ConoLLAïuE 2. Tout angle inscrit dans un demi-cercle est 
un angle droit. Car il est la moitié de Tangle au centre 
correspondant à la demi-circonférence, lequel est égal h 
deux droits |liv. i, 5 rem.). 

Cokollaire 3. tout angle inscrit dans un segment plus 
grand que le demi-cercle est un angle aigu. Car il est la ' * 
moitié de Tangle au centre correspondant à un arc pius 
petit que la demi-circonférence, lequel angle est moindre 
que deux droits. 

On voit de môme que tout angle inscrit dans un segment 
,plus petit que le demi-cercle est un angle obtus. 

THÉORÈME XVI. 

Tout angle, formé par une langenle, et une corde , 
est la moitié de l’ angle au cenlre correspondant à l'arc 
compris entre ses câlés. 
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Trois cas peuvent se présenter, selon 
que le centre du cercle est situé sur la 
corde , dans l’angle ou hors de l'angle. 

!• L’angle BAC, formé par la tangente 
CD et le diamètre AB, est la moitié des 
deux angles droits qui composent l’angle 
au centre AOB correspondant à l’arc k M B (3, 2°). 

2" L’angle C.\E est la moitié de l’angle au centre AOE 
correspondant à l’arc AME compris entre ses (étés. En 
effet, l’angle B.\G = -;.\OB (1") et l’angle inscrit BAE 
= iBOE (15|; donc BAC + BAE = f AOB + ^BOE ou 



CAE=iAOE. 

A 

3“ L’angle DAE est la moitié de l’angle AOE corres- 
pondant à l’arc ANE. Car l’angle droit BAD = ;AOB, et 
l’angle inscrit BAE=-^BOE; donc BAU-BAE = ^AOB 
— fBOE, ou DAE = fAOE. 




THÉORÈME XVII. 


L’arc d’un segment AMB est le lieu géométrigue des 
sommets de tous les triangles qui ont pour base com- 
mune celle du segment, et, pour angle au sommet, celui 
dont le segment est capable. 


Tous les angles inscrits dans le segment 
•AMB étant égaux entre eux (15, cor. i), il 
suffit de prouver que, si d’un point quel- 
conque C , pris hors de l’arc AMB, on 
mène les droites CA, CB, l’angle AC B 
A B sera plus grand ou plus petit que celui dont 

le segment est capable. 

Prenons, sur la corde A B, un point quelconque I), entre 
A et B, et menons CD. La droite CD, prolongée si cela est né- 
cessaire, rencontrera l’arc A M B en un point E (ax. 4 cHO) ; 
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et, si l’on mène .\E , BE , selon que le point C sera situé 
dans riiitérieur du segment ou en dehors, AC B sera plus 
grand ou plus petit que l'angle AEB (liv. ii, J») inscrit dans 
le segment. 

Kemakque. On ne considère ici que les points du plan 
situés du même côté de la corde que l’arc du segment. 

Corollaire. La circonférence décrite sur une droite comme 
diamètre est le lieu géométrique des sommets des angles droits 
de tous les triangles rectangles dont cette droite est l'hypoté- 
nuse commune{\h, cor. 2). 


TUÊOBÈME XVIII. 

Dans tout quad ri l (itère inscrit ABCD , ta somme de 
deux amjles opposés A et C est égale à deux droits y et 
réciproquement, lorsque, dans un quadrilatère ABCD, 
la somme de deux angles opposés A et C est égale à 
deux droits, la figure est inscriptible. 



1“ En effet, l’angle inscrit 
BAD est la moitié de l’angle 
au centre BOD, correspon- 
dant à l’arc B CI) (15); l’an- 
gle inscrit BCI) est la moitié 
de l’angle au centre BOD, 
correspondant à l’arc BAD ; or ces deux angles au centre , 
pris ensemble, valent quatre angles droits (liv. i, 3, cor. 3) ; 
.donc leur demi-somme A + C est égale ù deux droits. 

2" Faisons passer une circonférence par les trois points 
B, C. D (2, rem.) ; prenons un point quelconque E, sur 
l’arc BMD situé du môme côté que le point A par rapporté 
la diagonale BD , et menons EB , ED. Dans le quadrilatère 
inscrit BCDE, l’angle BED a pour supplément l’angle C; 
mais, par hypothèse, l’angle BAD a aussi pour supplément 
l’angle C ; donc BAD est égal à l’angle BED inscrit dans le 
■A- ■ , 

•<e 
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segment BMD; donc le point A est situé sur l’arc BMD (17), 
et le quadrilatère ABCD est inscrit dans le cercle. 


THKORKME XIX. 


D’im point A, situé hors d’un cercle OB ; 1® on peut 
mener Jeux tangentes à la circonférence; 2° on n’en 
peut mener (pie deux. 



c- 


1“ Décrivons, sur AO comme dia- 
mètre, une circonférence qui rencon- 
trera la circonférence OB en deux 
points B et C (ax. 10) ; puis, menons les 
droites AB, AC, qui seront les tan- 
gentes demandées. 

En effet, chacun des angles ABO, ACO, inscrits dans un 
demi cercle, est un angle droit (15, cor. 2) ; donc les droites 
AB, AC , perpendiculaires aux extrémités des rayons OB, 
OC, sont tangentes à la circonférence (3). 

2” Le cercle O B étant situé entièrement dans l’angle 
BAC, toute droite, menée par le point A hors de' cet angle, 
ne rencontre pas la circonférence; de plus, toute droite, 
menée parle point A dans l’angle BAC, rencontre la cir- 
conférence en deux points (ax. k) ; donc les droites AB, AC 
sont les seules tangentes qui passent par le point A. 

Remarque. Les triangles AOB, A OC ont l’hypoténuse;, 
AO commune et le côté OB = OC; donc le troisième côté 
AB = AC, l’angle OAB = OAC et l’angle AOB = AOC; 
donc l’arc BD = CD (6) et, par suite, l’arc BE = CE(5); 
donc les tangentes A B ^ A C , menées d’un point pris hors du 
cercle, sont égales entre elles; et la droite, menée par ce 
point et le centre , partage l’angle des tangentes et chacun 
des arcs qu’elles comprennent en deux parties égales. 
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r 

D'un point A, situé hors d’un cercle: 1" im peut 
mener deux tiormales qui se terminent à la circonfé- 
rence ; 2“ on 71 en peut mener que deux. 

1® La droite A O , menée par le point A 
et le centre du cercle, rencontre la circon- 
férence en deux points B et C (ax. 10 et 4) 
' et les droites A B , AC sont des normales 
(3, cor. 2). 

2° Toute droite AD, menée par le point A dans une 
autre direction que AO, ne contient pas le centre du cercle, 
et, par suite, est oblique à la circonférence (3, cor. 2) ; donc 
AB, A (i sont les seules normales qu’on puisse mener du 
point A . 

IlEMAuyrE. On voit de même que d’un point situé entre, te 
ce7itre et la circonfcreiice , on peut mener deux nor7iiales au 
cercle, mais on n’en peut v/oier que deux. 

TUÉOKÊME XXI. 

Lorsque il’un point A, extérieur à uti cercle OB, 
071 mène une no7inale et di/fé7'C7ites obliques e.Ttérieu7'es 
au cercle: 1” la 7i07'7tiale AB est plus courte que toute 
obliq7ie AC; 2° deu.r obliq7(es AC, AD, do7it les pieds 
s’écartent éqale/neni de la tiortnale, sont équles enh'C 
elles; 3“ de deu.r obliques AD, AE, celle tlo/it le pied 
.s’écarte le moms de la 770t'7nale est la plus courte. 

' f 1“ Dans le triangle AOC, ona AO — 

OC<AC; or AO— OC = AO— OB = 
**Y AB; donc AB<AC. 

pXiS/ “ 2“ L’arc BC étant, par hypothèse, égal 

à BD, l’angle BOC = BOD (6); de plus , 
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les triangles AOC, AOl) ont le côté AO commun, et le 
* côté OC = OD ; donc le troisième côté AC = AD. 

3° L'arc BD étant plus petit que BE, on a l’angle BOD 
<BOE(7); de plus, les triangles AOD, AOE ont le côté 
AO commun et le côté OD = OE; donc AD<AE 
(liv. Il, 26). 

Remahqce. En prolongeant la normale AB et les obliques 
AC, .\D, AE jusqu’à la rencontre de la circonférence aux 
points B', C', D', E', on prouvera de même que 1” la nor- 
male A B', qui contient le centre du cercle , est plus grande' 
que toute oblique A C'; 2° deux obliques A C', A D', dont les 
pieds s'écartent également de la normale, sont égales entre 
etles; 3® de deux obliques' h. W , AE', celle dont le pied s’é- 
carte le moins de la normale est la plus grande. 

Enfin, des théorèmes analogues, et qui se démontrent de 
la môme manière , ont lieu pour un point A situé entre le 
centre et la circonférence. 

TnÉORËME XXII. 

Deux circonférences O et C, r/iti’ ont un point commun 
A sur la ligne des centres, sont tangentes, extérieure- 
ment ou intérieurement, selon que ce point est situé 
entre les deux centres ou sur un des prolongements de 
la droite qui les joint. 

n 1” Joignons le centre O à un point 

quelconque B de la circonférence C A. 
L’oblique O B est plus grande que la 
normale 0.\ (21) ; donc le point B est, 
extérieur au cercle OA. On prouverait 
de même qu’à l’exception du point A, un point quelconque 
D de la circonférence O A est extérieur au cercle CA ; donc 
les deux cercles se touchent extérieurement. 
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fin 


2° Joignons le centre O à un point 
quelconque B de la circonférence CA. 
L’oblique O B est plus courte que la nor- 
male OA qui contient le centre C (21, 
rem.) ; donc le point B est intérieur au 
cercle OA; donc les deux cercles sont 


tangents intérieurement. 


THEOREME XXIII. 


Deux circonférences O et C, qui ont un point commun 
A hors de la ligne des centres, se rencontrent en un 
second point situé de l’autre côté de cette ligne par rap- 
port au premier. 


Abaissons la perpendiculaire AP sur 
OC; prenons, sur le prolongement de 
AP, une quantité PB = AP, et menons 
OA, OB, CA, CB. La droite OC étant 

g 

perjiendiculaire au milieu de .\B, on a 
OB = OA, CB = CA (liv. ii , 29); donc les deux circonfé- 
rences passent par le point B. 

CoRoi,i,\iRE. Lorsque deux cercles se touchent , intérieure- 
ment ou extérieurement, la liejnedes centres passe parle 
point de contact. Car, si le point de contact était situé hors 
de la ligne des centres, les deux circonférences auraient un 
second point commun, ce qui est contre la supposition. 


THÉORÈME XXIV. 

Lorsque deux circonférences se coupent, la ligne des * 
centres est perpendiculaire sur le milieu de la corde qui 
joint les points cT intersection. 
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Soient O et C les centres des circon- 
férences , qui se coupent aux points 
A et B. 

Les deux points O et C de la droite 
0(1 sont situés chacun à égale distance 
des extrémités A et B de la corde A B ; donc OC est perpen- 
diculaire sur le milieu de AB (liv. ii, 29). 

Ueuarque. Lorsque les deux cercles sont égaux, les points 
A et B sont situés chacun à égale distance des extrémités O 
et C de la droite OC ; donc , lorsque deux circonférences 
égales se coupent, la corde qui Joint les points d'intersection 
est perpendiculaire sur le milieu de la droite qui joint les 
centres. 

Corollaire. lorsque deux circonférences ont deux points 
communs A e# B, sans coïncider, chacun de ces points est 
situé hors de la ligne des centres. 


rUEOKEME XXV. 


Lorsque la distance OC des centres de. deu.r cercles * '• 
est égalé à la somme de leurs rayons R et r, ces deu.r 
cercles se touchent extérieurement ; et réciproquement. 


1“ Puisque la distance OC = R -f r, si 
l'on prend, à partir du point 0, une 
quantité 0A = R, on aura CA = r; donc 
le point A est commun aux deux circon- 
férences; donc elles se touchent exté- 
rieurement (22). 

2“ Soient 0 et C les centres de deux cercles qui se tou- 
chent extérieurement au point A. Le point de contact A est 
situé sur la droite OC (23, cor.); donc la distance 0 C = 0A 
-f CA. 



Digitized by Google 



UVRE III. 


«■ 




THÉORÈME XXVI. 


Lors(jue la distance OC des centres de, deuo) cercles 
est éfjale à la différence de leurs rayons R et r, ces 
deux cercles se touchent intérieurement ; et récipro- 
quement. 


1" Puisque la distance OC = R — r, on 
aR = OC + r; donc, si l’on prend, sur 
le prolongement de OC, une quantité 
CA = r, on aura OA = R; donc le point 
A est commun aux deux circonférences ; 
donc elles se touchent intérieurement (•22), 

2“ Soient O et C les centres de deux cercles qui se tou- 
chent intérieurement au point A. La droite OC prolongée 
passera par le point A (23, cor.); donc la distance OC = 
OA-CA. 



THÉORÈME XXVII. 

Lorsque la distance OC des centres de deux cercles 
est plus (jrnnde que la somme de leurs rayons R et r, 
les deux cercles sont extérieurs l'un à l’autre, et leurs 
circonférences n’ont aucun point commun; et récipro- 
quement. 


1“ Puisqu’on a OC > R -I- r, si l’on 
prend O A = R et C B = r, le point A 
sera situé entre O et C, et le point R 
entre A et C. Cela étant, joignons le 
centre O à un point quelconque D 
de la circonférence CB. L’oblique 
01) est plus grande que la normale OB (21); or OB>OA , 
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donc, à plus forte raison, OD>OA; donc le point D est 
extérieur au cercle OA. On prouverait de même qu’un 
point quelconque de la circonférence OA est extérieur au 
cercle CB; donc les deux cercles sont extérieurs l’un à 
l’autre, et leurs circonférences n’ont aucun point commun. 

2" Soient O etC les centres de deux cercles extérieurs 
l’un à l’autre, et dont tes circonférences n’ont aucun point 
commun. La droite OC, qui joint les centres, rencontre les 
circonférences en des points A et B [ax. 10), et l’on a OC 
= OA + CB + AB;doncOC>OA + CB. 


TIIÉORÊIUE XXVIII. 

Lorsque la distance OC des centres de deux cercles est 
moindre que la différence de leurs rayons R et r, l'un 
des cercles est intérieur à l’autre, et leurs circonfé- 
rences n’ont aucun point commun ; et réciproquement. 



1° Puisqu’on a OC<R — r ou R> 
OC + r, si l’on prend OA = R et CB 
= r, le point A sera situé sur le prolon- 
gement de OC, et le point B entre A et 
C. Cela étant, joignons le centre O à un 
point quelconque D de la circonférence 
CB. L’oblique Oü est plus courte que la normale O B (21, 
rem.); or 0B<0.\ , donc , à plus forte raison , O l)<0.\ ; 
donc le point 1) est intérieur au cercle OA ; donc le cercle 
CB est intérieur au cercle OA, et leurs circonférences 
n’ont aucun point commun. 

2° Soient C et O les cenircs de deux cercles , l’un inté- 
rieur à l’autre, et dont les circonférences n'ont aucun point 
commun. La droite OC prolongée rencontre les circonfé- 
rences en des points B et A (ax. 4) , et l’on a OC = OA — 
CB— AB; donc OC<OA— CB. 
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Lorsi/up la distance des centres de deux cercles est 
moindre que la somme des rayons R et r, et plus yrunde 
que leur différence, les deux cercles se coupent; et réci- 
proquement. 

V A partir de l’extrémité A du rayon 
OA, égal à R et dirigé vers le centre C du 
cercle r, prenons, sur la ligne des cen- 
tres , A 1) = A D' = r •• nous aurons 01) = 
OA-f- AD = R-f r etOD' = OA-Al)' = 
R — /■; or, par hypothèse, la distance OC 
est moindre que 01) et plus grande que OD', donc le point C 
est situé entre 1) et ü', c’est-à-dire au point A, ou entre A 
et D, ou entre A et J)'. Dans le premier cas, la circonférence r 
coupe la direction du diamètre AA' aux points 1) et I)'; dans 
le second, elle la coupe en deux points situés l’un sur le pro- 
longement de A 1), l’autre entre A et D'; dans le troisième, 
elle la coupe en deux points situés l’un entre A et I), l’autre 
entre A' et D'; donc, dans tous les cas , la circonférence r 
a deux points, l’un extérieur et l’autre intérieur au cercle 
OA; donc' elle coupe la circonférence 0 A en deux points 
(ax. 10). 

2“ Soient 0 et C les centres de deux 
circonférences qui se coupent aux 
points A et B. Le point A étant situé 
hors de la ligne OC (21, cor.), le trian- 
gle ACO donne OC<OA-fCA, et 
OC>OA— CA (liv. ii,2'i.). 

CoHOLCxiRE. Deux circonférences , qui ont deux points 
communs A et R sans coïncider, se coupent mutueUement 
en chacun de ces points. Car, le point A étant situé hors de 
la ligne OC {2i cor.), le triangle AOC donne OC <0A + 
CA, et OC>OA— CA. 
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l’ROBLKMHS RELATIFS AUX TROIS PREMIERS LIVRES. 


PROBLÈME PREMIER. 

Ela7il donné un point A sur une di-oite indéfinie BC, 
trouver, sur la même droite, un point dont la dista>ice 
au premier soit égale à une droite donnée L. 

• Du point A comme centre , et 
d’un rayon égal à L , décrivons une 
circonférence, qui rencontre la ligne 
BC en deux points D et E (ax. A); 
chacun de ces points satisfait à 
l’énoncé. 

Car on a, par construction, AD = AE = L. 



PROBLÈME II. 

Etant données deux droites finies \ et B, ti'oui'er 
une droite égale à leur somme ou à leur différence. 

& 

Traçons la droite indéfinie CD; pre- 

^ nons, sur cette droite, CE=A, puis, 

c EF = EG = B(1): les deux lignes CF 

et CG satisfont au problème. 

Car on a CF= CE + EF= A + B, etCG = CE — EG 
= A - B. 

Remarque. On trouvera de môme une droite égale ù la 
somme de taht de droites données qu’on voudra, ou au 
produit d’une droite donnée par un nombre entier. 
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, PROBLEME Iir. 

Elaiit donnée une droite finie AB, tracer une per- 
pendiculaire sur le milieu de cette droite. 

Des points A et B , comme centres , avec 
un rayon plus grand que la moitié de AB, 

décrivons deux circonférences qui se cou- 

® peut en des points C et D (tli. 29) ; puis, me- 
nons CD, qui sera la droite demandée. 

Car, les deux cercles qui se coupent aux 
points C et D étant égaux entre eux, la corde CD est per- 
pendiculaire sur le milieu de la droite AB qui joint leurs 
centres (tll. 2'r, rem.). 

ItEMARQCE. La même construction peut servir à diviser 
une droite AB en 2, 4, 8, 16, etc., parties égales. 


PROBLEME IV. 

Trouver un point (pii soit également distant de trois 
points donnés A, B, C, non en ligne droite ; puis, dé- 
crire une circonférence tpti passe par ces trois points. 

•» 

„ A Menons DE perpendiculaire sur le milieu 

de la droite A B (;t) ; et l'G perpendiculaire 
sur le milieu de la droite AC; ces deux per- 
pendiculaires se rencontrent en un point O, 
qui est le point demandé (liv. u, 30). 

Cela étant, si, du point O, comme cenire, avec un rayon 
égal à la distance OA, on décrit une circonférence, elle 
passera par les trois points A, B, C. 



PUOBLÉ.MË V. 

Trouver le centre d’un cercle ou d’un arc donné. 
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Prenons trois points quelconques A, B, C, sur la circon- 
férence du cercle ou sur l’arc donné ; puis, cherchons 1^; 
point également distant de A, B, C ('i-); ce point sera le 
centre du cercle ou de l’arc donné (th. 2. ). 


PROBLÈME VI. 

Par un point A, donné sur une droite BC, mener 
une perpendiculaire à cette droite.' 

Prenons, sur BC, les deux points Det E 
F à égale distance de A (1 ) ; des points D et E 

comme centres, et d’un rayon plus grand 
que AD, décrivons deux arcs qui se cou- 
B^r A — ï~c eh un point F (th. 29); la droite A F 

est la perpendiculaire demandée. 

En effet, la droite AF, menée du milieu de la base DE 
au sommet du triangle isoscèle FDE, est perpendiculaire à 
cette base (liv. ii, 12). 

Remarque. La même construction sert à mener par le 
point A, donné sur BC, une droite AF qui fasse avec BC 
un angle droit B A F. 


PROBLEME VII. 


D'un point A, donné hors d’une droite BC, mener 
une perpendiculaire à cette droite. 


Prenons, sur BC, deux points quelcon- 
ques D et E; de ces points, comme cen- 
tres, avec les rayons DA, EA, décrivons 
deux circonférences qui se rencontrent au 
point A et en un second point F (th. 23); 
puis , menons A F, qui sera la perpendi- 
culaire demandée. 




BC 

0 

£ C 


Car la ligne BC des centres est perpendiculaire sur la 
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corde AF(lh. donc, réciproquement, AF est perpen- 
diculaire à BC. 

PROBLEME VIII. 

Par un point donné, mener une tangente à un 
cercle donné. 

Deux cas peuvent se présenter, selon que le point donné 
est situé sur la circonférence ou hors du cercle. 

1" Joignons le centre du cercle au point donné ; puis , à 
l’extrémité du rayon, élevons une perpendiculaire, qui sera 
la tangente demandée (th. 3). 

_ 2" Prenons le milieu de la droite qui joint le centre au 
point donné (.3) ; sur cette droite, comme diamètre, décri- 
vons une circonférence qui rencontre la circonférence don- 
née en deux points ; les droites , menées de ces points au 
point donné , satisfont au problème (th. 19 ). 



PROBLÈME IX. 


Ins&rire, dans un cercle donné 0 , une droite égale 
à une droite donnéeL, et gui ait une de ses extrémités 
en un point A donné sur la circonférence. 


Du point A comme centre, avec un rayon 
égal à L, décrivons une circonférence qui 
coupe la circonférence donnée en deux 
points B et C; puis, menons AB, AC; cha- 
cune de CCS cordes satisfait à l’énoncé. 

Car on a , par construction , AB’= A C 
= L. 

Remarque. Lorsque la droite donnée L est plus petite que 
le diamètre AD, la circonférence décrite du point A comme 
centre rencontre la circonférence O en deux points (th. 29), 
et il y a deux cordes qui satisfont au problème. 
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Lorsque L est égale au diamètre A 1), les deux circonfé- 
rences sont tangentes intérieurement au point I) (th. 26), et ' 
ce diamètre est la seule corde qui réponde à l’énoncé. 

Enfin, lorsque la droite L est plus grande que le diamètre 
AD, l'un des cercles est intérieur à l'autre sans que leurs 
circonférences aient aucun point commun (th. ^), et le 
problème est impossible ( th. 10 ). 


PROBLÈME 


X. 


Étant donné un point A sur une circonférence O, 
trouver, sur la même circonférence, un second point 
tel (pie l’arc, qui joindra ces deux points, soit égal à 
un arc donné BMC de même rayon que celui du cercle. 


Inscrivons, dans le cercle donné, les droites AD, AE 
égales à BC (9) : les deux points I) et E satisfont à l'énoncé. 

Car, puisque les cordes AD, AE, sont 
égales à BC, chacun des arcs AND, APE 
est égal à l'arc donné BMC (th. 11). 

REMAugcE. Lorsque l’arc BMC est une 
demi-circonférence, la corde BC est égale 
au diamètre A F, et le point F satisfait seul 
au problème (9). 



PROBLÈME XI. 

Étant donnés deux arcs A el B de même rayon , 
trouver un arc égal à leur somme ou à leur différence. 



D’un point quelconque O, comme centre, 
avec un rayon égal à celui des arcs donnés, . 
décrivons une circonférence; prenons, sur„. 
cette ligne, un arc CD = A (10), puis, DE =;^ 
DF = B ; les deux arcs CE, CF satisfont au'? 
problème. 
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; Car on a GE = CD4- 1)E = A + B, et CF = CÜ — DF 
= A— B. 

Uemakoue. On trouvera de môme un arc égal à la somme 
de tant d’arcs donnés qu’on voudra, ou au produit d’un arc 
donné par un nombre entier. 

PROBLÈME XII. 


Uiviser un arc donné AB en deux parties égales. 



Menons la droite C D perpendiculaire sur 
le milieu de la corde AB (3). Cette droite 
divisera l’arc AB en deux parties égales 
( th. 8, cor. 1 ). 


REMAitguE. La même construction sert à 
diviser un arc donné en k, 8, 16, etc., parties égales. 


PROBLEME XIII 


Par un point donné A , mener une parallèle à une 
droite donnée BC. 


Prenons , sur BC , un point quelcon- 
que O : du point O , comme centre , 
et du rayon OA , décrivons un arc qui 
rencontre BC en D ; du point A comme 


BD O 

centre, avec le môme rayon, décrivons un second arc ; pre- 
nons, sur cet arc, une quantité OE = AD (10) ; puis, me- 
nons AE, qui sera la parallèle demandée. 

Car, puisque l'arc EO = AD , l’angle au centre EAO = 
AOD (th. 6); or ces deux angles sont alternes-internes ; 
donc A E est parallèle à BC. 

PROBLÈME XIV. 

Par un point A , donné sur une droite BC , mener 
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une droite qui fasse avec la première un angle égal à 
l'angle donné K. 



Du point K , comme centre , et 
d’un rayon quelconque, décrivons 
l’arc LM terminé aux deux côtés 
de l’angle; du point A, comme 
centre , avec le môme rayon , dé- 
crivons une circonférence qui ren- 
contre la droite HC aux points D et E; prenons l’arc DF = 
EG = LM ; puis, menons AF et AG ; chacune de ces droites 
satisfait au problème. 

Car les angles au centre DAF, EAG, correspondants aux 
arcs DF, EG, égaux à l’arc LM, sont égaux à l’angle donné 
K (th. 6). 

Kemakqi E. Lorsque l’angle donné est droit, les deux points 
F et G se réunissent au point I, milieu de l’arc DGE (th. 6, 
cor.), et la droite AI répond seule à l’énoncé (liv. i, 1). 


PROBLÈME XV. 

Étant donnés deux angles A et B, trouver un angle 
égal à leur somme ou à leur différence. 

Traçons la droite indéfinie CD ; 
prenons, sur CD, un point quelcon- 
que O; par le point O, menons, la 
droite OE qui fasse avec CD l’angle 
COE = A (14) , puis, les deux droites OF, OG , qui fassent 
^ avec OEl’angle EOF— EOG = B: les angles COF et COG 
satisfont à l’énoncé. 

Car on a COF = COE -I- EOF = A -I- B, et COG = 
COE — EOG = A — B. 

Remarqle. ïjà même construction sert à trouver un angle 
égal à la somme de tant d’angles donnés qu’on voudra ou au 
produit d’un angle donné par un nombre enMer, 



A. 


Digilized by Google 



LIVRE lll. 


81 


PKOlILÉillE XVI. 

- Un auf/le K ctaiil donné, trouver son supplément et 
son complément- 

\ / 1° Traçons la droite indéfinie AB; pre- 

\/ nons, sur AB, un point quelconque C, et 
_ faisons l’angle A CD =K (14) ; l'angle BCD 

I! satisfait au problème. 

Car, la ligne ACBétant droite, on a ACD + BCD=deux 
droits, ou K + BCD = deux droits. 

‘i° Faisons, comme précédemment, l’angle ACD = K; 
puis, menons CE perpendiculaire sur AB (6) : l’angle DCE 
répond à l’énoncé. 

t-,ar, A C E étant droit , on a ACD —j— DCE = un droit, ou 
K + DCE = un droit. 

PROBLÈME XVII. 

Etant donnés deux angles d’un triangle, trouver le 
troisième. 

Faisons la somme des deux angles donnés (15) ; le supplé- 
ment de cette somme (IG) sera l’angle demandé. 

Car les trois angles d’un triangle, pris ensemble , valent 
deux angles droits. 

PROBLÉ.ME XVIII. 

Diviser un angle donné K en deux parties égales. 

c Du point K, comme centre, avec un rayon 

quelconque, décrivons une circonférence qui 
rencontre les côtés de l’ongle en deux points 

\ A et B; des points A et B, comme centres, 

-J/ avec un rayon plus grand que la moitié de la 
corde AB, décrivons deux arcs qui .se ren- 
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contrent en un point C (tli. 29) : la droite CK satisfait au 
problème. 

Car cette droite , étant perpendiculaire au milieu de la 
cordeAB(liV. ii, 29), divise l’arc AB (Ih. 8) et , par suite , 
l’angle K en deux parties égales (tb. C). 

llE.«ARgcE. La môme construction sert è diviser un angle 
donné en 8, 16, etc., parties égales. 

PROBLÈME XIX. 

Étant donné un triangle ABC, trouver dans l’ inté- 
rieur un point également distant des trois côtés,- puis, 
inscrire un cercle dans le triangle proposé. 

X Divisons deux angles quelconques du 

p/^\ triangle ABC en deux parties égales (18) ; 
/■ ^ --ô yv les bissectrices se rencontreront en un 

/ pointe, qui sera le point demandé (liv. ii, 

® " th. 32). 

Cela étant, abaissons la perpendiculaire OP sur AB ; puis, 
du point O, comme centre, et du rayon OP, décrivons une 
circonférence qui passera par les pieds des perpendiculaires 
abaissées du point O sur les côtés du triangle, et répondra à 
l’énoncé. 

Car chacun des côtés du triangle, étant perpendiculaire à 
l’extrémité d’un rayon , est une tangente à la circonférence 
(th. 3). 

Remarque. O étant le seul point intérieur également dis- 
tant des trois côtés (liv. ii. th. 32), tout autre cercle, inscrit 
dans le môme triangle A BC, se confondrait avec le premier : 
donc le problème n’admet qu’une solution. 

PROBLÈME XX. 

Sur une droite donnée AB, décrire un segment ca- 
pable d’un angle donné (^. 
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Au point B, faisons l’angle A BI) 
= G; menons BE perpendiculaire 
à BD, et F G perpendiculaire sur le 
milieu de AB ; les deux droites BE, 
FG se rencontreront en un point 
O (liv. I, 14) : du point 0, comme 
centre, avec le rayon OB, décrivons une circonférence qui 
passera par le point A (liv. u, 29), et déterminera, sur AB, 
le segment demandé A MB. 

Il s’agit de prouver que tout angle A MB, inscrit dans ce 
segment, est égal à l’angle donné C (déf. 12). 

En effet, la droite BD, perpendiculaire à l’extrémité du 
rayon OB, est une tangente; donc A BD est la moitié de 
l’angle au centre AOB correspondant à l’arc AN B Ith. 16); 
mais l’angle inscrit A .M Best aussi la moitié de AOB (tli. 15); 
donc AMB =ABD=C. 

llKMAiiyuE. Lorsque l’angle donné est droit, le segment 
cherché est un demi-cercle décrit sur AB comme diamètre 
(th. 15, cor. 2j. 


PROBLÈME XXI. 

Étant (lonn/'x deux côtes A et B d’un triangle , et 
l'angle C iju’Hs comprennent , décrire le triangle. 

Traçons la droite indéfinie DE; en 
un point quelconque D de cette droite, 
faisons l’angle E I) F = C ; prenons, sur 

DE, une quantité DG = A; et, sur 

DF, une quantité DU = B; le triangle 
DG II répond h l’énoncé. 

Car on a, par construction , DG = A, DU = B et D = C. 



PROBLÈME XXII. 

Étant donnés un côté A et deux angles B et C d’un 
triangle, décrire le triangle. 
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Les angles B et C seront tous deux 
adjacents au côté A ou l’un adjacent 
et l’autre opposé à ce côté ; dans ce 
dernier cas, on (dierchera le troi- 
sième angle du triangle (17) , et l’on 
U £ aura ainsi les deux angles adjacents 

au côté donné. * 

Cela étant, traçons la droite indéfinie DE ; prenons, sur 
cette droite, une quantité DE = A ; faisons l’angle EDF = 
B, et l’angle DEC = C: les deux droites DF, EG se rencon- 
treront en un point H, et DE II sera le triangle demandé. 

Car on a, par construction, le côté DE = A, l’angle D = B 
et l’angle E = C. 

Remarqce. Lorsque la somme des angles donnes B et 
est moindre que deux droits , les deux lignes DF, EG se 
rencontrent du côté de la droite DE, où sont formés les 
angles D et E (liv. i, 16) : alors le problème est possible. 

Si la somme B + C était égale ou supérieure à deux droits, 
ces deux lignes seraient parallèles (liv i, 9) ou se rencontre- 
raient de l’autre côté de DE ; alors le problème serait im- 
possible (liv. Il, 3). 


PROBLE.MB XXII 


Étarit donnés les trois côtés A, B, C d’un triangle , 
décrire le triangle. 


Traçons la droite DE égale au côté ; 
du point D, comme centre, avec un 
rayon égal au côté B , décrivons un arc ; 
du point E, comme centre, avec un rayon 
égal au troisième côté C , décrivons un 
autre arc qui rencontre le premier en un point F : le triangle 
DEF satisfait à t'énoncé. 
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Cnr, par construction , le côté J)E = A. le côté DF = B 
et le côté EF = G. 

IIEMARQÜE. Pour quc le problème soit possible, il est né- 
cessaire et il sulBt que les arcs décrits des points D et E, 
comme centres, se coupent, ce qui exige que la distance DE 
soit moindre que la somme des rayons B et C, et plus grande 
que leur différence (th. 29), ou , autrement , que l’un quel- 
conque des trois côtés donnés soit plus petit que la somme 
des deux autres. 


PnOBLÈME xxiv._ , 

Étant donnés deux côtés A et B d'un triangle et l’an 
gle C opposé au côté A, décrire le triangle. 



EF en un point I : le 


Traçons la droite indéfinie DE ; en 
un point quelconque F de DE, faisons 
l’angle EFG = C; prenons, sur FG, 
une quantité FO = B ; et, du pointO, 
comme centre, avec un rayon égal au 
côté A, décrivons un arc qui rencontre 
triangle O F I satisfait à l’énoncé. 


Car, par construction, le côté 01 = A, le côté FO = B, et 
l’angle OFI — C. 


liEMARQL'E. L’angle donné C pouvant être obtus, droit ou 
aigu, nous aurons trois cas à considérer. 


1° L’angle EFG étant obtus, la perpendiculaire OP, 
abaissee du point 0 sur DE, rencontre le prolongement 
FD de EF (liv. ii, 3) : cela étant, si le côté A, opposé à l’angle 
EFG, est plus grand que le côté 0 F = B ; on aura , à plus 
forte raison, A > OP; donc la circonférence 0 coupera la 
droite DE en tleux points I et K dont fun sera situé sur le 
côté EF de l’angle EFG (liv. ii, 27) ; alors OFI est le seul 
triangle qui satisfasse à l’énoncé. 
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Si l’on avait A = B ou A < B, le problème serait impos- 
sihie. 

2" L’angle C étant droit, la perpen- 
diculaire Ü P coïncide avec O F : cela 
étant, si l’on a A > B, la circonférence 
O coupera DE en deux points letK, 
et les deux triangles rectangles OFl, 
OFK satisferont au problème, niais ne donneront qu’une 
seule solution ; car ils ont l'hypoténuse 01=0K, le côté OF 
commun, et, par suite, sont égaux entre eux (liv. ii, I V). 

Si l’on avait A = B ou A < B, le problème serait impos- 
sible. I 

G 3” L’angle EFG étant aigu, la 

perpendiculaire OP rencontre FE : 
cela posé, si l’on a A > B ou A = B, 
la Orconférence O rencontrera DE 
en deux points, dont l’un sera situé 
.sur le prolongement PE de F P, elle triangle OFf satisfera 
seul à l’énoncé. 

Mais, si l’on a A < B et A > OP , la 
circonférence O rencontrera DE en 
deux points 1 et K, situés sur le côté 
FE, et les triangles OFI, OFK satis- 
feront au problème. 

Enfin, si l’on a A = OP ou A<OP, le problème admettra 
une seule solution ou sera impossible. 




PROBLÈME XXV. 

Étant donnés deux côtés consécutifs A ft B d'un pa- 
rallélogramme, et Vamjle C f/h’/Av comprennent, décrire 
le parallélof/ramme. 
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U — 


C/__. 




Traçons la droite Î)E (^£;ale au 

côté A; faisons l’angle EDF = G; 
prenons, sur DF, une quantité DG 
7 =B; du point G, comme centre, 

' avec un rayon égal à DE, décrivons 
un arc ; du point E, comme centre , 
avec un rayon égal à D(i, décrivons un autre arc qui coupe 
le premier (th. 29), en un point H situé de l’autre côté de 
GE, par rapport au point D ; le quadrilatère G DEH satis- 
fait à renoncé. 

Car, par construction, le côté DE = A, le côté DG = B, 
et l’angle D=G ; de plus, les côtés opposés sont égaux ; donc 
la figure est un parallélogramme (liv. ii, 17). 


PfiOBLÈHE XXVI. 


D('ux (Iroitex commensurables AB, CD étant don- 
nées , trouver leur plus grande commune mesure. 

A ^ .-B Portons la plus petite droite CD sur 

la plus grande, autant de fois que cela 

^ ^ ® . est possible, et supposons que .\ B con- 

tienne une fois CD avec un reste BE < CD; portons de 
môme le reste BE sur CD, et supposons qu’il y soit contenu 
deux fois avec un reste DF < BE ; portons le second reste 
DF sur BE, et supposons qu’il y soit contenu trois fois 
exactement ; DF sera la plus grande commune mesure des 
deux droites AB, CD. Car on l’a obtenue en suivant la règle 
que prescrit l’arillimétiquc pour trouver le plus grand com- 
mun diviseur de deux nombres entiers. 

REMAiiguEl. Pour en déduire le rapport de AB à CD, 
observons qu’on a BE = 3DF, CD = 2BE + DF = GDF + 
DF = 7DF, AB = CD-t-BE = 7DF + 3DF = 10DF; donc 
AB:CD::10;7. 
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Remakqce 2. Soit ABC un triangle 
rectangle isoscèle. Pour trouver la plus 
grande commune mesure de l'hypoténuse 
AC et du côté A B de l’angle droit, por- 
tons A B sur AC en décrivant du point A, 
comme centre, avec un rayon égal à A B, 
un arc qui rencontre AC en I). Nous aurons AC — AB = 
CD<AB; ensuite, pour trouver combien de fois le reste 
CI) est contenu dans A B ou BC, menons, à l’extrémité Dde 
l’arc BD, une tangente .qui rencontre BC en E, et prenons 
EF = DE : la tangente DE étant perpendiculaire Mir AD 
(th. 3j et l’angle C égal à la moitié d’un angfe droit (liv. ii, 8), 
l’angle CED vaut aussi un demi- angle droit; donc DCE = 
CED, et, par suite, DE = CD (liv. ii, 10) ; déplus, les tan- 
gentes DE, B E sont égales {th. 19) , donc CD = DE= BE 
= EF; ce qui montre que le côté BC de l’angle droit d’un 
triangle rectangle isoscèle contient deux fois la dilférence 
CD entre l’hypoténuse et ce côté avec un reste CF moindre 
que cette ditférence; or C DE est aussi un triangle rectangle 
isoscèle, etCF = CE — CD; doncCF est contenu deux fois 
dans CD avec un reste moindre que CF, et ainsi de suite. 
On voit que l’opération ne se terminera jamais , et qu’ainsi 
l'hi/polénuse d’un triangle rectangle üo'c'ele et le côté de 
l'angle droit autrement, la diagonale et le côté d'un 
carré sont incommensurables. 


PROBLÈME XXVII. 

Den.r arcs ou deux angles commensurnblrs étant don- 
nés, trouver leur plus grande commune mesure. 

Un arc pouvant être porté sur un arc de môme rayon (10), 
et un angle sur un angle (14), comme une ligne droite sur 
une ligne droite*, on trouvera la plus grande- commune me- 
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sure des deux arcs ou des deux angles donnés comme on a 
trouvé celle de deux droites (26). 

PROBLÈME XXVIII. 


Divisernne droite donnée en autant de parties égales 
(pion voudra. 




\f 


Soit proposé de diviser la droite A B en 
cinq parties égales. 

Menons la droite indéfinie AK; prenons, 
sur AK, une grandeur quelconque AC ; por- 
tons A C quatre fois sur CK, à partir du point 
C ; joignons le dernier point G de division à 
l’extrémité B, et menons CH parallèle à BG 
(13) jusqu’à la rencontre de AB en H; la droite A H sera le 
cinquième de AB, de sorte qu’en portant A H trois fois sur 
B H, à partir du point H, la droite A B sera divisée aux points 
H , 1 , L, M en cinq parties égales. 

En effet, le côté G du triangle A BG étant divisé aux 
points C, D, E, F en cinq parties égales, les droites menées 
par ces points , parallèlement à la base BG , divisent l’autre 
côté AB en cinq parties égales (liv. ii, 22); donc AU = 
^AB. 


Kemauqle. On en déduit le moyen de multiplier une 
droite donnée par une fraction. Ainsi , pour obtenir le pro- 

7 

duit de A B par la fraction — , on prend AH=j AB, puis, on 

O 

multiplie AH par le nombre 7 (2). 


PROBLÈME XXIX. 

Diviser une droite donnée AB en parties rpii soient 
entre elles comme di's nombres donnés 2, 3, 4. 
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Traçons la droite indéfinie AK ; prenons, 
sur AK, une grandeur quelconque AC ; por- 
tons AC huit lois sur CK, h partir du point 
C ; joignons le dernier point F de division à 
l’extrémité B ; et, par les second et cinquième 
B points de division 1) et E, menons 1)G, EH 

parallèles àFB ; la droite AB sera divisée aux points G et H 
de la manière demandée. 

En effet, le côté AF du triangle AB F étant divisé en neuf 
parties égales, les droites menées par les points de division, 
parallèlement à la base BF, divisent l’autre côté AB en neuf 
parties égales [liv. ii, 22) ; de plus, AG contient deux de 
ces parties, GH en contient trois et H B en contient quatre; 
donc les droites AG , G H , II B sont entre elles comme les 
nombres 2, 3, 4. 

PIIOBI.ÈME XXX. 



Trouver tine valeur approchée du rapport Je denœ 
droites données AB, CD. 

Soit proposé, par exemple, de trouver le rapport de AB à * 
CI) è moins d'un dixième. 


A 

cT* 


. B Prenons C E = C 1) (28) ; portons C E 

sur A B autant de fois qu’elle peut y être 

contenue, sept fois par exemple, avec un 
7 8 

reste BF <C E ; les nombres ïq Jÿ exprimeront, l’un par 

défaut et l’autre par excès , le rapport de .\B à CD à moins 
d’un dixième. 

7 

Car on a, par la construction précédente, AB>CD x — 

10 

et A B < C D X — ; donc le rapport de A B à C D est compris 


S. 
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tiEMAR(ji!E. On trouvera de môme une valeur approchée 
du rappoi t de deux arcs ou de deux an;?les donnés, lorsque 
le dénominateur de la fraction , qui indique le de{,Mé d’ap- 
proximation, e.st unepuissance de 2 (12 et 18) : mais le pro- 
cédé suivant est plus commode et d’ailleurs applicable à tous 
les cas. 


PROBI.Ê.ME XXXI. 

Trovi'rr mic rialcur approchée du rapport de deux 
ares ou de deux angles donnés. 


Soient .\ et B les deux arcs ou les deux angles donnés. 
Pour trouver le rapport de A à B, par exemple, à moins d’un 
septième, multiplions A par 7 (11 et 15) ; portons B sur 7 A 
autant de fois que cela est possible, et supposons qu'il y soit 
contenu quinze fois avec un reste ; nous aurons 7 .A > B x 1 5 

i r 1 P 

et 7 A <B X 16 ; donc A > B x et A < B x ; donc 

7 7 


les nombres et expriment, l’un par défaut et l’autre 


par excès, le rapport de A à B, à moins d’un septième. 

IlEM.vuyuE. Le môme procédé peut aussi être appliqué à 
la recherche d’une valeur approchée du rapport de deux 
droites données. 
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LES POLYGONES SEMBLABLES 

Eï LA MESURE DES ANGLES. 


DÉFINITIONS. 

1 . Deux rapports incommensurables sont égaux , lorsque 
ranlccédcnl du premier rapport contient une partie aliquote 
de son conséquent, aussi petite qu'on voudra, autant de fois 
que l'antéiédcnt du second rapport contient la même partie 
aliquote de son conséquent. 

2. Deux polygônes sont semblables, lorsqu’ils ont les 
angles égaux chacun à chacun et situés dans le môme ordre, 
et les côtés homologues proportionnels (liv. ii , déf. 3V et 
35). 

3. Diviser une droite en moyentie et extrême parties, 
c’est diviser cette droite en deux parties , dont l’une soit 
moyenne proportionnelle entre la droite entière et l’autre 
partie. 

TIIÉORKME PREMIER. 


La droite DE menée dans un triangle, parallèlement 
à la base BC, divise les côtés AB , AC en parties pro- 
portionnelles. 


A 

D/_ AE 


Il C 


Supposons d’abord que les deux droites 
A I), D B soient commensurabics, et qu’on ait, 
par exemple, A ü : D B ; : 2 : 3. 

Divisons DB en trois parties BF, FG, GD 
égales entre elles, et portons B F sur AD, 
autant de fois que cela est possible : en vertu 
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de l’hypothèse , B F sera contenue exactement deux fois 
dans AD, et , par suite , A B sera divisé en parties égales 
aux points F, G, D, H ; donc les droites menées par ces 
points, parallèlement à BC, divisent le côté AG en parties 
égales (liv. ii, 22); la droite EG contient trois de ces par- 
ties, et la droite A E en contient deux ; donc on a la pro- 
portion AE ; EG::2:3 ou ::AD:DB. 

^ En second lieu, lorsque les deux droites 
À AD, DB sont incommensurables, on a encore 
n/ \ f. la proportion An:DB::AE:EG (déf. 1). 

/ \ Démontrons d’abord que , si l’on a AD 

Y' P <DB, on aura aussi AE<EG. 

B c En effet , si l’on prend DF = AD et qu’on 

mène F G parallèle à BG, on aura AE=EG (liv. ii, 22); or 
EG<EG, donc AE<EG. 

A Gela étant, divisons ÜB, par exemple, 

parties B F, FG, etc., égales entre 

\ i; ; portons B F sur A D , à partir du 

* point D , autant de fois que cela est pos- 
sible, et supposons que A 1) contienne trois 

y- fois B F avec un reste AK<BF. Si, par 

B C tous les points de division F , G , H. . . I, K , 

on mène des parallèles à BG jusqu’à la rencontre de AG, la 
droite EG sera divisée en cinq parties égales (liv. ii, 22), 
et la droite AE contiendra trois de ces parties avec un reste 
AP<OP, puisqueAK<IK; donc la droite Al) contient la 
cinquième partie de DB autant de fois que AE contient la 
cinquième partie de EG ; or le nombre 5 des divisions de la 
droite DB a été pris arbitrairement; donc A I) contient une 
partie aliquote de DB, aussi petite qu’on voudra, autant de 
fois que A E contient la même partie aliquote de EG; donc 
AD:ÜB::AE:EG (déf. 1). 

Re.«\rqce. On prouverait de môme (\\iq la droite menée 
dans un trapèze, parallèlement aux bases, divise les côtés en 
parties proportionnelles. 
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CoROLLAiitE 1. De la proportion AD: DD 
::AE:EG on déduit 1° AD:AE :;DB:EC; 
2» AD + DB:AE +EC::AD:AE::DB:EC 
ou AB: AC:: AD:AE::DB;EG. 

Corollaire 2. Lorsque, dans un triangle 
ABC, on mène tant de droites qu'oti voudra 
DE, FG, IIK, etc., parallèlement à la base BG, ces droiles 
divisent les côtés AB, A G en parties proportionnelles. Car, 
dans le triangle AF G, où la droite DE est parallèle à la 
base FG , on a A D : A E : : DF ; E G ; pareillement dans le 
trapèïc DUKE, où la droite FG est parallèle aux bases, on 
a DF :EG: : FH: GK, et ainsi de suite. 


THÉORÈME II. 

Réciproqucmcml , toute droite, qui divise les côtés 
d’un triangle en parties proportionnelles , est parallèle 
à la base. 

Soit la proportion AD;AE::DB:EC ou 
Â AB:AC;:AD:AE (1, cor. 1) ; je dis que DE 
est parallèle h BC. 

/ \K. Car, si cela n’est pas, et qu’on mène DK pa- 

/ \ rallèlc à BG. on aura AB:AC::AD : AK (1). 

B ~ Cette proportion et la précédente, ayant trois 
termes égaux chacun à chacun , les derniers termes A E , 
A K seraient aussi égaux entre eux, ce qui est absurde ; donc 
DE est parallèle à B G. 

Kemarqce. On prouverait de môme que toute droite , qui 
divise les côtés d’un trapèze en parties proportionnelles, est 
parallèle aux bases. 


THÉORÈME 111. 

Toute droite DE menée dans un triangle ABC, pa- 
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rall'dcmcnt à la hase , forme avec tes côtés un second 
triangle A DE semblable au premier. 

En effet, les triangles ADE, ABC ont 
l’angle A commun, les anglès ADE et ABC, 
AED et A CB, égaux comme correspondants: 
de plus, la droite DE étant parallèle à la base 
BC, on aAB: AD : : AC : AE (I) ; et , si l'on 
mène EF parallèle à AB jusqu'à la rencontre 
de B C en F, on aura aussi la proportion A C : A E : : B C : B F; 
or les droites BF et DE sont égales, comme côtés opposés 
d’un parallélogramme ; donc AC : AE: : BC : DE ; donc les 
triangles A U E, A BC sont semblables (déf. 2). 

ItKiiARycE. Dans les triangles semblables, les côtés homo- 
logues sont opposés à des angles égaux. Car , lorsque deux 
triangles ont deux angles égaux chacun à chacun , le 
troisième angle de l’un est égal au troisième de l’autre 
(liv. Il, 5). 



THÉORÈME IV. 

Lorsque deux triangles ont les angles égaux chacun 
a chacun, les côtés homologues sont proportionnels. 

Soient ABC, ADE les triangles proposés , 
qu’on suppose placés de manière qu’ils aient 
'ï*" un angle commun A, et que les autres angles 
A égaux ABC et ADE, AC B et AED soient 
^ correspondants. 

Puisque l’angle ABC = ADE, la droite DE est parallèle 
à la base BC (liv. 1,8); donc AB : AD ::AC : AE :: BC: 
DE (3). 

Remahqüe. Deux triangles, qui ont deux angles égaux 
chacun à chacun, sont semblables. 

Corollaire. La droite DE, parallèle à la base d'un trian- 
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(jh ABC, /onne avec lex 2)rolon<jements des 
côtés AB, AC, un second triangle ADE 
semblable au premier. Car les angles B et D, 
C et E sont égaux comme alternes-internes. . 


THÉORÈME V. 


Réciproquement, lorsque deux triangles ABC, DEF 
ont les côtés proportionnels , les angles opposés aux 
côtés jn'oportionnels sont égaux entre eux. 


D 



Soit AB ; DE AC : DF BC: 
EF. 

Prenons AG = DE, ATI = DF, 

E 1’ et menons G 11. Si, dans la propor- 

/ ' tion A B : DE : : AC : DF, on rem- 

i! ~ c place DE par AG et DF par A H, on 

aura A B : A G ; : A C : A H ; donc G H est parallèle à BC (2) ; 

donc B = AGH,C = AHG (liv. i, 15) et AB: AG:: BC 

: GH (3) ou AB : DE:: BC : GH ; mais, par hypothèse, AB 
:I)E:: BC:EF; donc GlI = EF, et les triangles AGH, 
DEF ont les trois côtés égaux chacun à chacun; donc 
A = D, AGH ou B = E, AHG ou C = F. 


THÉORÈME VI. 

Lorsque deux triangles ont un angle égal compris 
entre côtés proportionnels , les autres angles, opposés 
aux côtés proportionnels , sont égaux entre eux, et les 
deux triangles sont semblables. 

Soient ABC, ADE les triangles proposés, 
qu’on suppose placés de manière qu’ils aient 
un angle commun A, et que les côtés propor- 
tionnels AB et AD, AC et AE soient situés 
dans la môme direction. 

On a, par hypothèse, A B; A D : : AC: AE ; 
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donc la droite DE est parallèle à la base BC (i); donc 
B = A DE, G = A ED (liv. i, 15), et les deux triangles sont 
semblables (3). 


THÉOKÈME VII. 

IjjrsriHc (leux Irianfjles ont les côtés pamlléles cha- 
cun à chacun , les angles opposés aux côtés parallèles 
sont égaux entre eux, et les deux triangles sont sem- 
blables. 

Soient A, B, G et «, b, c les angles des deux triangles 
proposés, dans lesquels on suppose que A et a, B et b, G 
et c ont les côtés parallèles cbacun à cbaciin : on aura .\=e, 
J{ =zb, C= c. 

En efl'et, les angles A et a, ayant les côtés parallèles cba- 
cun à chacun, sont égaux ou supplémentaires (liv. i, 18); il 
en est de môme des angles Bel b,C etc. Or, supposons que 
deux angles de l’un des triangles soient les suppléments de 
deux angles de l’autre, de sorte qu’on ail , par exemple-, 
A -|- rt = deux droits et B + è = deux droits ; on aurait, par 
suite, A + rt + 15 -h ô = quatre droits, ce qui est impossible, 
puisque la somme de tous les angles.des doux triangles est 
égale à quatre angles droits ( liv. ii, 5) : donc les triangles 
proposés ont deux angles égaux cbacun à cbacun, et, par 
conséquent, le troisième angle de l’un est égal au troisième 
de l’autre ; donc A — B = b, G = c et les deux triangles 
sont semblables. 

BEiiAuycE. On prouverait de mémo que: lorsque deux 
triuiif/les oui les côtés pcrpendieutuire.s chacun à chacun , 
les angles opposes aux côtés perpendiculaires sont égaux 
entre e«x(liv. i, 19), et les deux triangles sont semblables. 

THÉOKÈME VIII. 

ï)(‘ux triangles rectangles ABC, DKF, (/ni ont l'hy- 
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poténuse et un côté de l’angle droit proportionnels, sont 
semblables. 

Soit la proportion A C : D F : : A B ; 
DE. Prenons AG = DE,AH = DF 
et nncnons GH. 

Si, dans la proportion précédente, 
on remplace DE par AG et DF par 

^ c K F ah, on aura AC: AH::AB:AG; 
donc GH est parallèle à BC (2) ; donc l'angle AGH = B 
(liv. I, 15) et le triangle AGH est semblable à ABC (3) ; or 
les triangles AGH, DEF ont l’hypoténuse AH = DF et le 
côté AG= DE; donc ils sont égaux (liv. ii, 14) ; donc DEF 
est semblable à ABC. 

THÉOBÉ.ME IX. 

Deujo parallélogrammes, qui ont un angle égal com- 
pris entre cotés proportionnels, sont semblables. 

Supposons.qu’on ait l’an- 

r ~1 7 » gle .\ = E et la proportion 

y . y AB:EF::AD;E1I. 

Les angles A cl E étant 
égaux, leurs suppléments B et F (liv. i, 15) sont aussi égaux 
entre eux : on a de même C = G, D = H. De plus, les 
figures étant des parallélogrammes, le côté CD = AB, GIF 
-EF, BC=AD, FG = EH(liv. ii, 17) ; donc CD:GH 
:: AB : EF et BC: FG :: AD : EH; or AB : EF :: AD : 
EH, donc AB:EF::BC:FG::CD:GH:: AD:EH et 
les deux parallélogrammes sont semblables (déf. 2). 

COHOLL.AIHE 1. Deux rectangles qui ont les hauteurs pro- 
portionnelles aux bases sont semblables. 

CoROLLviiiE 2. Deux losanges, qui ont un angle égal, 
sont semblables. 

CuROLLAiKE 3. Tous les carrés sont semblables. 
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THKOUÈME X. 


Deux poljigones, comjmés (F un même nombre de 
triangles ABC et F GH, AGI) et FUI, ADE et Fl K, 
semblables chacun à chacun et situés de la même ma- 
nière , sont sonblables. 



L» similitude des triangles 
donne l'angle U = G , l’angle 
ACB = F II G, l’angle AGI) 
= FUI et, par suite, ACB + 
AGl) = F1IG + Fin, ou BGI) 
= GIII - on trouvera de même 
GUE = Il 1 K , et ainsi de suite. De plus , en comparant les 
côtés homologues , on a A B : FG : : BG ; G H : : AG : FH 
::C1): III, etc.; donc les polj gênes ABGDE, FGHIK 
sont semblables (déf. 2). 

REM.vuycE. Un poljgône ABGDE étant décomposé en 
triangles, si l'on conçoit un triangle FGIl semblable à 
ABG, puis, un second triangle FUI semblable à .\CD et 
ainsi de suite, il en résultera un polygêne FGlllIv sem- 
blable ii ABGDE. Donc: étant donné un potijgône d’un 


nombre, quelconque de côtés , on peut concevoir tant -de po- 
lygones qu'on voudra semblables au premier. 


TIIÉOKKME XI. 

Uéciproguement , deux polygones semblables ABCDK, 
FGHIK .sont décomposables en un meme nombre de 
triangles semblables chacug 4 chacun et situés de la 
même manière. 
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Supposons qu’on ait A = F, 
B = G, C --= H. Ote. , et A B : FG 
::BC:GH::Cl):lil, etc. 

D’un môme sommel A , me- 
nons les diagonales AC, Al) aux 
autres sommets; du sommet F, 
homologue à A, menons, de môme, les diagonales FH, FI 
aux antres sommets. Les triangles ABC, FGII ont, par 
hypothèse, les angles B et G égaux , et compris entre côtés 
proportionnels; donc ils sont semblables, et l’angle ACB = 
FHG (6) ; on a d'ailleurs BCD = GH I ; donc HCl) — ACB 
= G HI — F H G, ou AGI) = F H l ; mais les triangles sem- 
blables A BC, F G H donnent la proportion A C : F U : : BC : 
GH, et on a, par hypothèse, BC : GH : : Cl) : H l ; donc 
AC : F H : ; C D : H I ; donc les triangles C I), F H I ont les 
angles ACD, FHl égaux et compris entre côtés proportion- 
nels; donc ils sont semblables. On prouverait de même la 
similitude des deux triangles A DE, Fl K et ainsi de suite, 
quel que soit le nombre des côtés des deux polygônes pro- 
posés. 

Hemakqub 1. Les diagonales homologues de drux poly- 
gônes semblables sont entre elles eomme les côtés homologues. 

Heuahque 2. On voit, par la démonstration précédente, 
que n — 2 égalités d’angles et ?t— 2 proportions ou égalités 
de rapports, c’est-à-dire 2« — V conditions, suflisent, lors- 
qu’elles sont convenablement choisies, i»our déterminer la 
similitude de deux polygônes de n côtés (10). Ainsi l’égalité 
de deux polygônes d’un môme nombre de côtés exige une 
condition de plus que leur similitude ( liv. ii, 7 et 9 ) ; ce 
qu’on pouvait prévoir : car si, dans deux polygônes sem- 
blables, on suppose deux côtés homologues égaux, tous les 
autres côtés homologues seront aussi égaux entre eux (déf. 
2) ainsi que les deux polygônes proposés (liv. ii, 7 et 9). 

TIIÉOKÈ.XIE XII. 

Deux pohffiôiies .\BCDE, FGHIK, .'iemblable.i à 
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un troisième polygône LMNPQ, sont semblables entre 
eux. 



Soit l’angle A=L, 
B = M, C = N, etc., 
l’ongle F=L, G =M, 
\ y Y / H =: N, etc. , AB : 
T; G H M N LM : : BC : MN : : CD ; 
NP. etc., et FG:LM::GH:MN::llI;Nr, etc. 

Les égalités A = L, F^ L donnent A = F ; on a, de 
même, B = G, C = H, etc. De plus, les proportions AB : 
LM :: BC : MN, FG : LM :: GH : MN ayant les mômes 
conséquents, leurs antécédents forment la proportion AB: 
FG : : BC : G H ; on a, pareillement, BC : G H : : C D : Hf, et 
ainsi de suite; donc les polygônes ABC DE, FGHIK sont 
.semblables entre eux (déf. 2). 


THÉORÈME XIII. 


Les périmètres de deux polygones semblables sont 
entre eux comme tes côtés homologues. 

Soient A, B, C, etc., les côtés de l’un des polygônes, et a, 
b, c, etc., les côtés homologues de l’autre. 

On a la suite de rapports égaux A : n : : B : b::C:c, etc. , 
d’où l’on déduit la somme des antécédents (A + B t-C+etc.) 
est à la somme des conséquents (« + 6 + c+etc.) comme un 
antécédent quelconque A est à son conséquent a, ou, autre- 
ment, le périmètre du premier polygône est à celui du se- - 
cond comme un côté quelconque du premier est à son ho- 
mologue dans le second. 


THÉORÈME XIV. 

La bissectrice AD de l'angle au sommet d'un triaiu 
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(jk ABC purlage la, base en deux segments propor- 
tionnels aux eôtés adjaeenls; et récipnxiucment. 

1“ Pm- le point B, menons B E parallèle à 
AD jusciu’à la rerifontre de CA prolongé. 
Dans le II iangle BCE, la droite AD étant 
parallèle à la base BE, on a la proportion 
DB:DC::AE:AC(1|. Mais, puisque AD 
est parallèle à BE, les angles correspon- 
daiiLs A EB, C A D sont égaux ; il en est de même des angles 
alternes-internes ABE, BAI); or BAD=C.\D, donc ABE 
= AEB et, par suite, le côté AE = AB(liv. ii, 10) : rem- . 
plaçant A E par AB dans la proportion précédente, on a 
DB: DC;: AB:AC. 

2° Réciproquement, lorsqu'on a la proportion DB : DC 
: : A B : AC , la droite A D divise l’angle BAC en deux par- 
ties égales. 

En effet, on a, comme précédemment, DB : DC :: AE : 

AC. Ces deux proportions ont trois termes égaux chacun à 
chacun; donc AE = AB et, par suite, l’angle ABE = AEB 
(liv. Il, 81; mais, puisque Al) est parallèle à BE , l’angle 
BA D = ABE et l’angle CAD = AEB; donc B A D = CA D. 

TIIÊOIIÈME XV. 

l^orsgue, dans un triangle ABC, on mène une pa- 
r«//c/c.DK « la base, et d’autres droites .\F, AG, 
AH, etc., par le sommet, ces droites divisent propor- 
tionnellement la base et la parallèle à celte base. 

Puisque DI est parallèle à la hase BF 
du triangle ABF, on a la proportion BF: 

D 1 : : A F : V 1 (d) ; de même , la droite 
IK étant parallèle à F G, on a FG ;IK :: 

A F : A I ; donc, à cause du rapport com- 
mun A F: AI, on aura BF : DI :: FG : 1K ; 
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on prouverait de même que FG:IK;:GH:KL, et ainsi 
de suite; donc les deux droites RC, DE sont divisées pro- 
portionnellement. 

Corollaire. Dans la suite de rapports égaux RF: DI:: 
FG:IK::GH: KL::,etc., on a(RF+FG-|-GH + etc.): 
(DI + IK + KL + etc.) :: RF:DI::FG :IK etc., ou BC: 
DE::BF:I)I::FG:IK::GH:KL, etc. 


THÉORÈME XVI. 

Réciproquement, toute droite YG, qui divise pro- 
portionnellement la base BC d’un triangle et la paral- 
lèle DE à cette base, passe par le sommet. 

On a, par hypoUièse, RF :I)G::CF:EG 
A OU, autrement, BC : DE:: RF; DG : cela étant, 
/ j\ si la droite F G ne passait pas par le point A , 
n/ / W et que G K fût le prolongement de AG, on 
/ \ aurait BC:DE:: BK:DG (15, .cor.). Cette 

H K. r c proportion et la précédente ayant trois termes 
égaux chacun à chacun, il faudrait qu'on eût RK = RF, ce 
qui est absurde ; donc la droite F G passé par le point A. 

THÉORÈME XVII. 

Lorsque, du sommet de l’.angle droit d'un triangle 
rectangle ABC, on abaisse une perpendiculaire AD 
sur r Injpotéguse i 1" chaque côté de l’angle droit est 
moyen proportionnel entre l’ hypoténuse entière et le 
segment adjacent à ce côté; 2° la perpendiculaire AD 
est moyenne proportionnelle entre les deux segments de 
f hypoténuse. 
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X 1“ Los Iriangles ABC, AI'.D ont l’angle 

commun, et l’angle droit BAI’ = A 1)B ; 
j \ donc le lroisii'‘me angle C du premier est 
Tl !) t: égal au troisième angle BAI) du second.; 

donc BC ; A B :: A B ; B 1) (V). En comparant les deux trian- 
gles ABC, A CI), on aura, de même, BC: A(’:: AC: Cl). 

2“ En vertu de ce qui précède , les triangles ABD, ACI) 
ont les angles égaux chacun à chacun ; donc leurs côtés ho - 
mologues donnent la proportion BI) : AD: : Al) :CI). 

IlÉciiMioouK.uEXT , la (Iroitn \\) étant perpendiculaire h 
BC, /owy«’oMa’BC:AB;:AB:BI), ou B l) :A 1) : : AD : CD, 
l'aiu/le B AC e.s/ droit. Car 1“ les triangles A BC, A BD ayant 
l’angle commun B compris entre côtés proportionnels, l’angle 
B A C, opposé au côté BC du premier, est égal à l'angle droit 
.\DB, opposé au côté .\B du second (G). 2" Les triangles 
ABD.’ACD ayant les angles A DB , A DC égaux et compris 
entre côtés proportionnels, lurigle BAD=C, et l'angle 
CAD = B;donc (BAD-fCAD)ou BAC=B-f-C; or la 
somme des trois angles du triangle ABC est égale à deux 
droits; donc la demi-somme B.\C est un angle droit. 


THKOUÊ.ME XVIII. 

Lorsque, d’un point A de là circonférence, on abais-te 
une perpendiculaire AD sur un dianildre BC et qu’on 
mène des cordes AB , AC a}ix extrémités de ce même 
diamètre : 1” chaque corde est moyenne proportionnelle 
entre le diamètre et' le seyment adjacent à cette corde ; 
2° la perpendiculaire AI) est moyenne proportionnelle 
entre les deux seyments du diamètre. 



En effet, l’angle B.V"C, inscrit dans un 
demi -cercle, est un angle droit; donc 
1° chacun des côtés AB, .\C du triangle 
rectangle ABC est moyen proportionnel 
entre l’hypoténuse BC est le segment adja- 
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cent à ce côté ; 2“ la perpendiculaire A I) est moyenne pro- 
portionnelle entre les deux segments BD, Cl) de l'hypoté- 
nuse (17). 

ItÉeii’iioyiîEME.NT , lorsque, lu (IroUe S.D étant perpendicu- 
luirr.à BC, on a BC:A B::AB:BD, ou BD: A I); : A D:CD, 
le point A est situé, sur tu circonférence décrite sur BC 
comme diuinètre. Car, dans l’un et dans l’autre cas , l’angle 
BAC est droit (17, réc.);donc la circonférence, décrite sur 
l’hypotémise B(3 comme diamètre , passe par le point A. 


THKOKÈME XIX. 

/yC.x parties de deux cordes AB, CI), i/»r' se coupent 
dans un cercle , sont réciproquement proportionnelles. 
c 

Menons AD et BC. Les angles A etC sont 
1 égaux, comme inscrits dans un même segment; 
... l’angle D= B, par la même raison ; donc, les 

triangles AOD, BOC ont les angles égaux 

chacun <à chacun, et leurs cêlés homologues donnent la pro- 
portion A():CO;;DO:: l>() (i). 

ItÉaeiioyi i..«EXT , deux droites Jnie.i K , CD.ïc 
coupent en un point O, de munière qu'on nit .\0:C0:: DO 
: BO, leivs cxtrcmitéi B, t',, D sont situées sur une meme 
circonférence. En effet, les triangles AOD , BOC ayant un 
angle égal compris entre côtés proportionnels , l’angle C 
= A (6) et, par suite, le point C appartient à la circonfé- 
rence qui passe par les trois points A, D, B,(liv. ni. 17). 



THÉORÈME XX. 

Lorsque, d’un point O, pris hors d'un cercle, on 
■mène des sécantes O \ , OB, qui .se terminent à la cir- 
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conférence , les séconles entières sont réciproquement 
proportionnelles à leurs parties extérieures. 

Ok Menons AB et CD. Dans le quadrilatère 

1\d^ inscrit a b DC, l’angle A a pour supplément 
BDC (liv. ni, 18) ; mais l’angle ODC a aussi 
A \ j pour supplément BDC; donc A = ODC : 

M l’angle B = OCD, parla môme raison; donc 

• les triangles O A B, OC D ontlesangles égnin 
chacun à chacun, et leurs côtés homologues donnent la pro- 
portion 0.\:0D::0B:0C, ou OA:OB: :OD: OC. 

niciPiioQUEMENT, lorsque deux droites finies OA, OB, 
qui se rencontrent , sont divisées aux points C et D de Ma- 
nière qu'on ait la proportion. O A : O B : : O D : O C , les quatre 
points B, D, C sont situés sur une même circonférence. 
Car, la proportion précédente donne OA : O D::0 B : OC ; 
dune les triangles 0.\ B, OCD ont l’angle commun O com- 
pris entre côtés proportionnels; donc l’angle A=ODC (6) ; 
mais on a ODC -|- BDC=deu\ droits; donc on aura, pareil- 
lement, A -f BDC =deux droits ; donc le quadrilatère A BDC 
est inscriptible (liv. iii, 18). 


TIIKOKÈME XXI. 

iMrsifUe , d’un point O , pris hors d’un cercle, on 
mène une tanc/enteO A, et une sécante O B, qui se termi- 
nent fi la circonférence , la tangente est moyenne pro- 
portionnelle ejitre la sécante et sa partie extérieure. 

Menons AB et AC. Les triangles AOB, 
A OC ont l’angle O commun ; de plus , l’angle 
inscrit A B O est la moitié de l’angle au centre, 
correspondant à l’arc AC (liv. iii, 15); l’angle 
CAO, formé par une corde et une tangente , 
est la moitié du môme angle au centre 
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(liv. lii, 16); donc ABO = CAO; donc ccs deux triangles 
ont les angles égaux cliaiun à chacun , et leurs côtés homo- 
logues donnent la proportion OB : O A : ; O A : OC. 

Kécii'uoql ement , lorsque deux droites fi- 
nies Q K , O B se rencontrent, et que l'une 
(F elles est divisée en un point C , de inaniére 
qu’on aiY O B : OA : : ü A ; OC, la droite O A 
est tanfjente à la circonférence menée par les 
trois points A, B, C. Car, si cette circonfé- 
. rcnce rencontrait la droite OA en un .second point K , on 
aurait O B : O A : : O K : OC 20) et, par suite, O K = O A , ce 
qui est absurde. 



THEOHKHE XX U. 


Dam un même cercle ou dans des cercles éffaux , 
deux aujfles au centre AO B, DCE sont entre eux 
comme les arcs correspondants. 


^ ^ X Supposons d'abord que les 

f O \ f c \ fresAB, DE soient commen- 

I I \ /<*X / surables. et qu’un môme arc a 

/ : •. \ , , 

A y i V ,/j; soit contenu, par exemple, 

F Q 11 -ôr f- K quatre fois dans A B et trois 
t'ois dans I) E ; ou , autrement, qu’on ait la proportion A B : 
DE ; : V : 3. Si l’on divise l’arc A B en quatre parties égales , 
et l’arc DE eu trois parties, aussi égales entre elles, tous ces 
arcs partiels seront égaux à l’arc a. Cela posé, menons, 
dans chacun des cercles, des rayons à tous les points de 
division. l’iWsqu’à des arcs égaux correspondent des angles 
au centre égaux entre eux (liv. iii, 6) , l’angle DCE est di- 
visé en trois angles égaux é DCI, et l’angle AOB contient 
quatre fois ce même angle DCI; donc on a la proportion 
AOB: DCE::A:3ou::AB : DE. 
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Supposons, en second lieu , que les arcs AB, DE soient 
incommensurables. > 

Divisons l’arc DE, par exemple, en neuf parties DF, FG, 

GH , etc., égales entre elles ; 
portons DF sur A B, autant de 
fois que cela est possible , et 
supposons que l’arc AB con- 
tienne cinq fois DF avec un 
reste BK< DF : si, dans chacun des cercles , on mène des 
rayons à tous les points de division, puisqu’à des arcs égaux 
correspondent des angles au centre . égaux entre eux 
(liv. III , 6) , et qu’à un plus petit arc correspond un plus 
petit angle (liv. iii, 7), l’angle DCE sera divisé en neuf 
angles égaux à DCF, et l’angle AOB contiendra cinq fois 
ce môme angle DCF avec un reste BOK<DCF ; donc 
l’angle AOB contient la neuvième partie de l’angle DCE 
autant de fois que l’arc AB contient la neuvième partie de 
l’arc DE ; or le nombre des divisions de l’arc DE est arbi- 
traire , donc AOB contient une partie aliquote de DCE . 
aussi petite qu’on voudra, autant de fois que l’arc AB con- 
tient la môme partie aliquote de DE ; donc on a la propor- 
tion AOB:DCE::AB:DE (déf. 1). 

lîEMAUQLE. On prouverait delà môme manière que r dans 
le même cercle ou dan.i des cercles égaux ^ deux secteurs sont 
entre eux comme leurs hases. 


THÉORÈME XXIII. 

Tout angle au centre a pour mesure l’arc correspond 
liant. 

Soient A et B deux angles au centre d’un ftiême cercle 
ou de cen les égaux , o et à les arcs correspondants à ces 
angles. 

En vertu du théorème précédent, on a la proportion A : B 
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Cela étant, si l’on prend B pour unité d’angle et 
pour unité d’arc , le rapport A : B sera la mesure de l’angle 
A, et le rapport a : b celle de l’arc a; donc la weuirc d'un 
angle au centre est égale à celle de l’arc correspondant , en 
supposant qu'on prenne pour tinité d’arc celui qui corres- 
pond à l'unite d’ongle; c’est ainsi qu’on doit entendre l’é- 
noncé du théorème qu’il fallait démontrer. 

ItEMAiiQLE On prouverait de môme qu’ww secteur a pour 
mesure l’arc qui lui sert de base, en supposant qu’on prenne 
pour unité d’arc la base du secteur pris pour unité de sur- 
face. 

Corollaire 1. L’angle inscrit a pour mesure la moitié de 
l’arc compris entre ses côtés. Car il est la moitié de l’angle 
au centre correspondant à cet arc (liv. ni, 1.5). 

CoKOi.i.AïUK 2. L’angle formé pur une tangente et une corde 
a pour mesure la moilic de l'arc compris entre ses cotés. (]ar 
il est la moitié de l’angle au centre correspondant à cet arc 
(liv. III, IG). 

TIIÉOKKME XXIV. 


’L'aiifjle BAI), formé par une corde AB et le pra- 
lonr/ement A\) d’une autre corde AC, a pour mesure 
la demi-somme des -arcs A. MB , ANC compris cuire ses 
côtés et leurs protonçjemetils. 



Menons BC. L’angle BAI) , extérieur au 
triangle .\BC, est égal <à la somme des 
angles intérieurs C et B; or l’angle inscrit 
C a pour mesure 4- AM B (2.‘), cor. 1) ; de 
môme, l’angle B a pour mesure 4 ANC ; donc 
BAI) a pour mesure 4 A M B + 4 A N (], ou 
AMB+ANC 
2 
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TIIÉOKÈME XXV. 


L’angle K JiC, forme par deux droites menées d'un 
point A , pris dans l’intérieur du cercle, à la circonfé- 
rence, a pour mesure la demi-somme des arcs BC, DK 
compris entre ses cotés et leurs prolongements. 



Menons BE. L’angle BAC, extérieur au 
triangle ABE, est égal à la somme des an- 
gles E et B ; mais l’angle inscrit E a pour 
mesure t BC ; de môme , l’angle R a pour 
mesure -j DE; donc BAC a pour mesure 


îBC+tDE, ou 


BC+ DE 
2 


THÉORÈME XXVI. 

L'angle formé par deux droites menées d'un point A 
pris hors du cercle, à la circonférence , a pour mesure 
ta demi-di/férence des arcs compris entre ses côtés. 

A Trois cas peuvent se présenter, selon 

que les deux droites sont toutes deux 
sécantes , Tune sécante et l’autre tan- 
gente , ou toutes deux tangentes. 
1° L’angle proposé BAC a pour mesure 
BC-DE 
2 

Menons BE. L’angle BEC, extérieur 
au triangle ABE, est égal 5 la somme des angles A et D; 
doncA = BEC — B; mais l’angle inscrit B EC a pour me- 
sure - BC ; de même, l’angle B a pour mesure -i DE ; donc 
’ - BC-DE 

BAC a pour mesure-; BC— ; DE. ou ■ 
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2” L’angle B.\F a pour mesure 


Bl— DF 
2 


Car, si l’on mène DF, on prouvera , comme précédem- 
ment, que l’angle BAF = BDF — A FD ; or l’angle inscrit 
BDF a pour mesure fBF ; l’angle AFD, formé par une 
tangente et une corde, a pour mesure-; DF (23. cor. 2) ; 

donc BAF a pour mesure -, BF — j DF» ou 

oo 1 C.BF — GDF 

3” L angle G A H a pour mesure . 


{^r, si l’on mène F G, on aura, comme précédemment, 
GAH = GFH — AG F; or l’angle G F H, formé par une tan- 
gente et une corde, a pour mesure iG BF ; de même , AG F 
a pour mesure ^ GDF; donc GAU a pour mesure GBF 

GBF-GDF 
— V GDI', ou . 


l’KOBliAIKS lŒLATIFS AU LIVRK IV. 
PROHLKME PRE.MIEII. 

Trouvimue iiiialrihne proporliomiplle à trois ilroilex 

Traçons les deux droites indéfinies 
AB, A C; prenons, sur AB, A D = M, 
A E = N , et , sur A C , A F = 1* ; joi- 
gnons le point D au point F, et me- 
nons EG parallèle à DF : la droite AG 
sera la quatrième proportionnelle de- 
mandée. 

Car, puisque la droite EG est parallèle à DF, on a la 
proportion A D : A E : : A F : A G (th. 1) ; or, par construction, 
AD=M, AE = N’, AF-P, donc M:N;;P:AG. 


données M, N, P. 


M 
N . 
P . 




K”» 
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Remarolk. La même ronstraclion sert à trouver une troi- 
sième proportionnelle à deux droites données. 


PROBLÈ.MF. II. 

Troiicrr une moijenne proporlionncllc eiiirc deux 
druiles données M et N. 


Af 

M. 

X' 



E 

r J 

[y 


Sur la droite indéfinie A H , prenons 
AC = M, CI) = M: sur la ligne totale 
A D , comme diamètre , décrivons une 
demi-circonférence; élevons CK per- 
pendiculaire sur A 1) jusqu'à la rencofi- 
tre de la circonférence au point E : la droite EC est la 
moyenne proportionnelle demandée. 

Car, EC étant une perpendiculaire afiaissée d’un point de 
la circonférence sur le diamètre , on a A(’:EC: :EC:CI) 
(Ih. 18) ; or AC = M et CD = N; donc M : EC;:E(2 : N. 


PItOBLEME III. 


Diviser une droite donnée AB en parties proportion- 
nelles à des droites données .B, N, P. 





ivr 

N 

I- 




Traçons la droite indéfinie AK ; prenons 
AC = M, Cl) = N , DE = 1' ; joignons le 
point E au point B, et menons CF, DG 
parallèles à EI5. l.a dioite .\B sera divisée 
aux points F et G en parties proportion- 
nelles aux droites M, .\, P. 

Car les droites CF, DG étant parallèles à la base EB du 
trianglçABE, on a la suite de rapports égaux AF:.\C:: 
FG;CD;:GB: DE (th. 1 , cor. 2) ; or AC = M, CD = N, DE 
= P ; donc A F : M : : F G : N : : G B : P 


\ k 
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PROBLÈME IV. 

Diviser une droite donnée AB fn moyenne et ea>- 
Irême parties. 


^ — V A l’extrémité B de la droite AB, 

f c élevons la perpendiculaire BC (liv. m, 
) prob. 6) égaie à la moitié de AB; du 
point C, comme centre , avec un rayon 
Â ÏT" B égalé CB, décrivons une circonférence; 
menons AC qui coupera lajcirconférence en D, et prenons A E 
=AD: la droiteABscra divisée au point E de la manière de- 
mandée, c'est-à-dire qu’on aura AB;AE:;AE:BE.(déf. 3), 
Car.Ia droiteAB, perpendiculaire à l’extrémité Bdu rayon 
CB, est une tangente menée du point A (liv. ni , 3) ; et , si 
l'on prolonge AC jusqu’à la rencontre de la circonférence 
en un second point F, la droite A F sera une sécante menée 
du môme point A, et AD sa partie extérieure; donc AF: 
AB:: AB: AD (tli. 21) , d’où l’on déduit AB : (AF — AB) : : 
AD:(AB — AD). Mais, puisque le rayon CB=|AB, le dia- 
mètre DF =AB ; donc AF— AB = AF— DF=rAD = AE; 
d’ailleurs AB-AD = AB-AE = BE; donc la proportion 
précédente donne AB:AE::AE:BE 
«EMAUQUE. Si, dans la proportion AF;AB::AB:AD, on 
remplace AB par DF, on aura AF ; DF:: DF: AD; donc la 
droite A F est divisée au point D en moyenne et extrême 
parties. 


PROBLEME V. 

S»r une droite donnée G H, comme côté homologue à 
un côté BC d’un polygone donné ABCDE, décrire un 
polygone semblable au premier. 

» 
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D'un même sommet A, me- 
nons les diagonales AC, AD 
aux autres sommets: au point 
G, faisons l’angle FGH = 
ABC (liv. III, prob. 14); puis, 
au point H , l’angle FHG — 
AC B : les deux droites GF, H F se rencontreront en un 
point F (liv. i, 16], et le triangle FG H sera semblable à ABC 
(th. 4). Construisons, de même, sur F H, le triangle FUI 
semblable à ACD, et, sur FI, le triangle FI K semblable à 
A DE. Le polygone FGUIR sera semblable au polygône 
proposé ABCDE. 

-Car, par construction, les triangles ABC , ACD, A DE, 
qui composent le premier polygône, sont respectivement 
semblables aux triangles F G H, FHI, FIK qui composent 
le second (th. 10). 



PKOBLÊME VI. 

Conslnüre un polygône semblable à un polygône 
donné P, et dont le périmètre soit à celui de ce poly- 
gône dans le rapport donné m : n. 

Soit a un côté de la figure donnée , et a; le côté homolo- 
gue, dans la figure demandée. 

Puisque les périmètres des polygônes semblables sont 
entre eux comme les côtés homologues (th. 13) , il faudra 
qu’on ailla proportion x:a On trouvera donc le côté 

X, en construisant une quatrième proportionnelle aux trois 
droites données «, m, a (1) : connaissant x, la construction 
s’achèvera en décrivant sur x, comme côté homologue à a , 
un polygône semblable à P (5). 

PROBLÈME VII. 

Construire un polygône semblable à un polygône 
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donné P, et dont le périmètre soit équivalent à celui, 
d’un autre polygone aussi donné. 

Soient A et B les périmètres des deux poij gônes proposés, 
a un côté du premier, y le périmètre du polygône demandé, 
et oc le côté homologue ha. 

On aura A : y : : « ; x; or y = B, donc A : B : : o : rempla- 

çant les périmètres A et B par des droites m et n qui leur 
soient équivalentes (liv. ni , prob. 2) , on & m:n::a: x. On 
trouvera donc le côté x en construisant une quatrième 
proportionnelle aux trois droites connues w , «,«(!); en- 
suite on décrira sur x, homologue à a , un polygône sem- 
blable à P (5). 


PROBLÈME Vni. 

Deux polygones semblables P et Q étant donnés, con- 
struire un polygône semblable à ceux-ci, et dont le 
périmètre C soit égal à la somme ou à la différence de 
leurs périmètres A et B. 

Soient a et b deux côtés homologues dans les polygônes 
PetQ. 

1° Traçons une droite c égale à la somme des côtés « et ô 
(liv. III , prob. 2) ; puis, sur c, comme côté homologue au 
côté a, décrivons un polygône R semblable à P (5) ; on aura 
C=A+B. 

En effet , P et Q étant semblables , on a la proportion 
A : B :: (th. 13) , d’où l’on déduit (A-fB): A : ; (a + ô) : 

a;ora + b = c, par construction , donc (A + B):A::c:rt; 
mais , R étant semblable à P, on a aussi la proportion C : 
A : :c: «;donc C = A + B. 

2“ Traçons une droite c égale à la différence des côtés « 
et b (liv. III, prob. 2) ; puis, sur c, comme côté homologue à 
a, décrivons un polygône semblable à P ; on aura C = A — B. 

La démonstration est analogue à celle qui précède. 
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LA MESURE DES POLYGONES. 


DÉFINITIONS. 

1. La longueur d’une ligne est le rapport de son étendue 
à celle de l unité linéaire. 

.\i nsi, en supposant qu’on prenne le mètre pour unité , 
lorsqu’une ligne, déforme quelconque, contient cinq fois la 
septième partie d’un mètre , la longueur de celte ligne est 

égale au nombre . 

2. Vuire d'une surface est le rapport de son étendue à 
celle de l’unité de superficie. 

Ainsi , en supposant qu’on prenne pour unité de .surface 
le carré dont le côté est un mètre, lorsqu’une surface, de 
forme quelconque, contient quinze fois la dixième partie 
d'un mètre carré, l’aire de cette surface est égaie au 
nombre 1,5. 

3. Le produit ou rectangle de deux lignes est le produit 
de leurs longueurs. 

Ainsi, en supposant toujours qu’on prenne le mètre pour 
unité linéaire, lorsque deux lignes contiennent l’une 5 mè- 
tres et l’autre 12 mètres, le produit de ces lignes est le 
nombre abstrait 5 X 12 ou GO. 

4. Les deux dimensions d’un rectangle sont sa base et sa 
hauteur. 

5. La projection d’une droite sur une autre est la partie 
de celle-ci, compri.se entre les perpendiculaires abaissées des 
extrémités de la première sur la seconde. 
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TUÉORÈME PREUIER. 


^ Deux rectangles de même base sont entre eux comme 
leurs hauteurs. 



v: 

ir 

k'. 

F" 


H 


G 


Soient les rectangles ABC I), 
EFG H, qui ont la baseBC= 
FG : on aura la proportion 
ABCDrEFGH:; AB:EF. 


Supposons d’abord que les hauteurs A B, EF soient com- 
mensurables , et qu’on ait , par exemple , A B : EF : : i : 3. 
Divisons EF en trois parties El, I K, KF égales entre elles, 
et portons El sur AB autant de fois que cela est possible ; 
en vertu de la supposition, El sera contenue exactement 
quatre fois dans A B. Cela posé, si, dans chacun des rectan- 
gles, on mène, par tous les points de division, des parallèles 
aux bases, on décomposera le rectangle EFG H en trois rec- 
tangles qui seront égaux entre eux, comme ayant même 
base et même hauteur (liv. ii, 15) : le rectangle ABCD con- 
tiendra quatre de ces rectangles partiels ; donc on aura la 
proportion ABCDrEFGH;:^ :3 ou AB:EF. 


J, En second lieu, si les 

b l’i — ,11 hauteurs AB, EF sont in- 

commensurables , on aura 
V'.. encore la proportion ABCD 

C :EFGH::AB:EF. 

Observons d’abord que, si l’on a EF<AB, on aura 
EFGH<ABCI). 

En effet, si l’on prend B1 = EF et qu’on mène I K paral- 
lèle à BC , on aura IBCK =• EFGil (liv. ii, 15); or I BCK 
<ABCD, donc EFG H<ABCD. 

Cela étant, divisons EF, par exemple, en cinq parties E L, 
LM, etc., égales entre elles, et portons EL sur AB autant 
de fois qu’elle peut y être contenue , six fois, par exemple, 



Digitized by Google 






GEOUETRIU PLANE. 


H 8 

avec un reste AN<EL; si, par tous les points de division, 
on mène des parallèles aux bases, le rectangle EF GH sera 
divisé en cinq rectangles égaux entre eux , comme ayant 
môme base et môme hauteur ; le rectangle ABC D contien- 
dra six de ces rectangles partiels avec un reste ANOD<., 
ELPH, puisque l’on a AN<EL: donc le rectangle ABCD 
contient la cinquième partie du rectangle EFGII autant de 
fois que ta hauteur AB contient la cinquième partie de la 
hauteur EF; or le nombre cinq des divisions de la hauteur 
EF a été pris arbitrairement; donc le rectangle ABCD con- 
tient une partie aliquote de EF G U, aussi petite qu’on vou- 
dra, autant de fois que la hauteur AB contieut la même 
partie aliquote de EF ; donc ABCU:EFGH::AB:EF. 

THÉORÈME il. 

Deux rectangles quelconques R et R' sont entre eux 
comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs. 

Soient B et B' les bases des rectangles proposés, H et H' 
leurs hauteurs. 

Concevons un troisième rectangle qui ait B pour base, 
et H' pour hauteur. Les rectangles R et R" , ayant môme 
base B, sont entre eux comme leurs hauteurs, et on a R : R" 

:: H : H'; pareillement, les rectangles R" et R', ayant môme 
hauteur II' , sont entre eux comme leurs bases , et on a R" 

: R' :: B : B'. Faisant le produit de ces deux proportions et 
supprimant le facteur R" commun aux deux premiers termes 
de la proportion résultante, il vient R;R' :: BxH : B'xH'. 

Uem vbqce. Dans les trois proportions R : R" : ; H ; H', R" : 
R'::B:B', R ;R'::BxH;B'xH', on peut supposer indiffé- 
remment que R, R', R" sont des surfaces ou des nombres 
qui expriment les rapports de ces surfaces à celle qu'on a 
prise pour unité; mais lorsqu’on multiplie entre elles les 
deuxpremièrespour en déduire la troisième, on admet taci- 
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tement que R, R' R" sont des nombres qui mesurent les 
rectangles que l’on considère ; sans quoi , les produits R x 
R", R" X R' n’auraient aucune signiûcation. 


THÉORÈME 111. 

L’aire d’un reclanyle est égale au produit de sa base 
par sa hauteur. 

Soient R et R' deux rectangles quelconques, B et B' leurs 
bases, II et H' leurs hauteurs. 

On a, par le théorème précédent, R: R' ::BxlI:B'xH'. 
Cela'étant, si l’on suppose que R' soit le carré dont le côté 
est égal à l’unité linéaire, et qu’on prenne ce carré pour 
unité de surface, chacun des nombres B', H' sera égal à 
l’unité, et la proportion précédente deviendra R; R':: BxH 
: 1 xl , d’où l’on déduit (R : R') = B x H. Donc l’aire cTun. 
rectangle, est égale au produit de sa base par sa hauteur, 
lorsqu'on prend pour unité de superficie le carré dont le côté 
est égal à l'unité linéaire. 

Remarqle. Supposons, par exemple, qu’un rectangle ait 
un mètre deux décimètres de base et trois mètres quatre 
décimètres de hauteur. Si l’on prend le mètre carré pour 
unité de surface, l’aire du rectangle proposé sera 1, 2x 
3, 4 ou 4,08; c’est-à-dire qu’il contiendra 4 mètres carrés, 
plus 8 centièmes de mètre carré ou , ce qui revient au 
même, 4 mètres carrés plus 8 décimètres carrés. Car, si l’on 
conçoit la base d’un mètre carré divisée en dix parties 
égales, et qu’on mène, par chaque point de division, une 
parallèle à la hauteur, on décomposera ainsi la figure en 
10 rectangles d’un décimètre de base et d’un mètre de hau- 
teur; ensuite, si on divise la hauteur en dix parties égales, 
et qu’on mène, par tous les points de division, des parallèles 
à la base, on décomposera chacun des dix rectangles par- 
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tiels en dix autres rectangles ayant un décimètre de base et 
un décimètre de hauteur. Donc le mètre carré sera ainsi di- 
visé en 10 X 10 ou 100 décimètres carrés; ce qui montre 
qu’un décimètre carré est la centième partie d’un mètre 
carré. On verrait de même qu’un centimètre carré est la dix- 
millième partie d’un mètre carré, et qu’un millimètre carré 
en est la millionième partie; de sorte qu’en prenant le mètre 
carré pour unité, un rectangle, dont l’aire serait 1,423567, 
contiendrait 1 mètre carré, plus 42 décimètres carrés , plus 
35 centimètres carrés, plus 67 millimètres carrés. 

TUÉORÉSIE IV. 

Tout Irianfjle rectançjle ABC a pour mesure la moitié 
du produit AB x BC des deux côtés de r angle droit. 

A D Achevons le rectangleABCD. Les trian- 

j gles ABC, ACD sont égaux (liv. ii, 17, 

rem. ) : donc chacun d’eux est la moitié 

C ^ ^ 

du rectangle ABCD; mais ce rectangle a 
pour mesure le produit A B x BC de sa base par sa hauteur 
(3) , donc le triangle ABC a pour mesure i AB x BC. 

THÉORÈ.ME V. 

Vairc d’un triangle guelcotirpie ABC est égale d la 
moitié du produit de sa base BC par sa hauteur AD. 


Deux cas peuvent se pré- 
senter, selon que la hauteur 
AD tombe dans l’intérieur 
du triangle ou en dehors. 

B c B c D jo Lg triangle ABC est 
la somme des deux triangles .\,BD, ACD; mais le triangle 
rectangle A BD a pour mesure t BD x AD (4); pareillement. 
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le triangle ACD a pour mesure - îCUxAD; donc le triangle 
total ABC a pour mesure 4(BI) + CI))xAI) ou 7 BCx AD. 

2° Le triangle ABC, étant la différence des deux triangles 
ABD, ACl), a pour mesure f Bl) x A D — 7 CI) x AD, ou 
i (BD — CD) X AD, ou enfin ^ BC X AD. 

ConoLLAïUE 1. Tous les triaiif/les de même base et de même 
hauteur sont équivalents. Car ils ont pour mesure commune 
la moitié du produit de leur base par leur hauteur. 

CouoLLAiiiE 2. Deux triangles quelconques T et T' sont 
entre eux comme les produits B xll , B'x H' de leurs bases 
par leurs hauteurs. Car on a T= BxH, T' = ^ B'xH' et, 
par suite, T : T' : : B x H ; B' x H'. 

CoROLLAiiiE 3. Deux triangles de même base sont entre 
eux comme leurs hauteurs, et deux triangles de même hau- 
teur sont entre eux comme leurs bases. Car, si, dans la pro- 
portion ï : T' : : B X H : B' X H', on suppose, par exemple, 
B = B' , on aura T : ï' : : H : H'. 


THEOKK.MB VI. 


U aire d’un parallélogramme AB CD est égale au 
produit BC x AE de sa base par sa hauteur. 


Menons la diagonale AC. Les trian- 
gles ABC, ACD sont égaux (liv. 11 , 17, 
rem.); donc le parallélogramme ABCD 
est double du triangle A B(] ; or ce trian- 


B E . C 

gle a pour mesure ? BCxAE (5) ; donc le parallélogramme 
a pour mesure BC x AE. 

ConoLLAiKE 1. Deux parallélogrammes, de même base et 
de même hauteur, sont équivalents. 

llEMARQUE. On peut aussi le démontrer en superposant les 
deux figures de manière que leurs bases coïncident : alors 
les côtés opposés ci ces bases sont situés dans une môme di- 
rection et, si, de la figure totale qui en résulte, on retranche 
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successivement deux triangles égaux entre eux , coname 
ayant un angle égal ( liv. 1 , 18) compris entre côtés égaux 
chacun à chacun (liv. ii, 17 ), on obtient des restes équiva- 
lents, qui sont les deux parallélogrammes proposés. 

Corollaire 2. Deux yamllélogmmmes quelconques sont 
entre eux comme les produits de leurs bases par leurs hau- 
teurs. 

Corollaire 3. Detix parallélogrammes de même base sont 
entre eux comme leurs hauteurs, et deux parallélogrammes 
de même hauteur sont entre eux comme leurs bases. 

Corollaire 4. Tout triangle est ta moitié d’un parallélo- 
gramme de même base et de même hauteur (5). 


THÉORÈME Vil. 


L’aire d’un Irapeze A B CD est égale à sa hauteur 
AE multipliée par la demi-somme de scs bases, ou à sa 
hauteur multipliée par la droite MN cpn joint les mi- 
lieux des côtés. ‘ 


H/ 


D T 


Menons la diagonale AC, qui décom* 
pose le trapèze en deux triangles ABC, 
A CD. Le premier a pour mesure la 
moitié du produit BC x AE de sa base 
par sa hauteur (5) , et le second , la moitié du produit de 
sa base AD par sa hauteur CF, ou, ce qui revient au 
même, i AD x AE, puisque CF = AE (liv. ii, 28); donc 
le trapèze a pour mesure j BC x AE-h î AD x AE, ou 

AE X \ ou enfin AE x MN (liv. ii, 23). 


Reuarque. En général , pour mesurer un polygône de 
tant de côtés qu’on voudra , on le décompose eu triangles 
en menant, par exemple, d’un même sommet, des diago- 
nales aux autres sommets ; on calcule séparément faire de 



A 


»' 


* 
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chacun des triangles ainsi formés , et la somme de toutes 
ces aires partielles est égale à celle du polygône proposé. 


THEOREME Vlll. 

L'aire d’un polygône circonscrit à un cercle est égale 
à la moitié du produ it de son périmètre par le rayon. 

Soit le polygône ABC qui touche le cer- 
cle aux points M, N, P. 

Menons OA, OB, OC. Le rayon OM, 
mené au point de contact, étant perpendi- 
culaire à la tangente AB, le triangle AOB a 
pour mesure lABxOM (5); pareillement, 
le triangle BOC a pour mesure t BCxON, et ainsi de suite, 
quel que soit le nombre des côtés du polygône ; or OM = 
ON = OP ; donc le polygône ABC a pour mesure j AB x 



OM H--Î BC X OM + etc., ou 


AB + BC + AC 


X OM. 


Corollaire. Deux polygônes , circonscrits à un même 
cercle ou à des cercles égaux, sont entre eux comme leurs 
périmètres. 


THÉORÈME IX. 


DeuiC triangles ABC, ADE, gui ont un angle égal, 
sont entre eux comme les rectangles des côtés qui com- 
prennent l’angle égal. 



Menons BE. f..es triangles 
ABC, ABE peuvent être con- 
sidérés comme ayant pour som- 
met commun Le point B ; alors 
ils ont leurs bases AC, AE si- 
tuées dans la même direction 
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et, pour hauteur commune, la perpendiculaire BP abaissée 
du point B sur A E ; donc ils sont entre eux comme leurs 
bases (5, cor. 3), et on a la proportion ABC;ABE:;AG: 
AE; pareillement, les triangles ,\BE, A DE, considérés 
comme ayant mémo sommet E , ont môme hauteur et sont 
entre eux comme leurs bases; donc on a ABE: ADE:: AB 
: A 1) ; faisant le produit de ces deux proportions , et sup- 
primant le facteur ABE commun aux deux premiers termes 
de la proportion résultante, il vient ABC: ADE:; ABxAC 
:A1)XAE. 

• Uemarque. La proportion abc : ABE::AC: AE montre 
que: deux triangles, qui ont un eôté égal et un angle égal 
adjacent à ce eâté , sont entre eux comme les autres côtés 
adjacents à l'angle égal. 

Corollaire. Deux parallélogrammes , qui ont un angle 
égal, sont entre eux comme lesj-ectangles des côtés qui com- 
prennent r angle égal. Car chacun de ces parallélogrammes 
est double d’un triangle dont deux côtés sont égaux à ceux 
qui comprennent l’angle égal (liv. ii, 17, rem.) 


» 


TlIKOBÈMË X. 

triangles semblables sont entre eu.v comme les 
carrés des cotés homologues. 


. Soient les triangles semblables 
ABC, DEF, qui ont l’angle A = D 
et dans lesquels on a AB: DE:: 
J AC: DF (liv. IV, C). 

B CE F L’angle -A étant égal à l’angle 1), 

on a AB C : D E F : : A B X A C ; D E X D F (9) ; mais la propor- 
tion AB:DE::AC ; DF donne AlfxAC: DExDF; :AB'^ : 



1)E* ; donc, à cause du rapport commun AB x AC; DE x 
DF, on a ABC:DEF::ÂB^ DE*. 
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THÉORÈME XI. 

Deux polygones semblables P et P' sont entre eux 
eomrne les carrés des côtés homologues. 

On sait que deux polygônes semblables sont décomposa- 
bles en un même nombre de triangles semblables chacun à 
chacun (liv. iv, 11). Soient A, B, C, etc., les trjangles qui 
composent le polygône P; .V, B', C', etc., les triangles, res- 
pectivement semblables à A, B, C, etc., qui composent le 
polygêne P'; « et a' deux côtés homologues, dans les deux 
polygônes. 

On a, par le théorème précédent, A : A':; a- B: B':: 
C:C': etc. , d’où l’on déduit A: A'::B :B' :: 

C ; C/, etc. Dans cette suite de rapports égaux, la somme des 
antécédents A f B + C + etc., ou le polygône P, est à la 
somme des conséquents A' + B' + C' 4- etc., ou au poly- 
gône 'P', comme un antécédent A est à son conséquent A', 
ou comme n- ; o'-. 

THÉORÈME XII. 

Le carré fait sur la somme AC de deux droites AB, 
BC contient le carré fait sur la premih'e, plus le carré 
fait sur la seconde, plus deux fois le rectangle compris 
sous les deux droites. 


’« H O 




ï 

1 

1 



A B c 


Construisons les carrés ACDE, ABFG; 
prolongeons BF jusqu’à la rencontre de DE 
en H, et (î F jusqu’à la rencontre de C D en I. 

Le carré ACDE se compose de quatre 
rectangles. Le premier ABFG est le carré 
fait sur .\B ; le second DIFH est le carré fait 
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sur BC ; car, DC = DE , par construction ; les côtés IC, B F 
sont égaux, comme opposés dansun rectangle; EH=GF, par 
la môme raison; or GF= BF, donc IC=EH, et, par suite, 
DC— IC=DE — EH, ou DI =DH=:BC. Enfin les deux 
autres rectangles EGFil, ICBF ont la base FG = FB=AB 

et la hauteur FH = IF = BC. Donc AC* = AB*,+ BC* + 
2AB X BC. 

Remarque. On peut encore démontrer ce théorème de la 
manière suivante. Soient a et b les longueurs des deux 
droites AB-, BC (déf. 1) ; celle de AC est a + 6; donc le carré 
ACDE a pour mesure (a+6)* (3), oua*+6*+2o6, c’est-à- 
dire faire du carré fait sur AB, plus faire du carré fait sur 
BC, plus deux fois faire du rectangle compris sous AB 
et BC. 


THÉORÈME XIII. 


Le carré fait sur la différence AC de deux droites 
AB, BC contient le carré fait sur la première, plus le 
carré fait sur la seconde, moins deux fois le rectangle 
compris sous les deux droites. 





I 

(i r 



c B 


KD 

Construisons lescarrés ABDE, ACFG, 
EG H I ; prolongeons CF jusqu’à la ren- 
contre de DE en K, et GF jusqu’à la 
rencontre de BD en L. 

La figure entière se compose de deux 
rectangles.ABDE, EGHI dont l’un est le carré de AB et 
l’autre le carré deEG ou de BC. Si fon en retranche les 
deux rectangles IHFK, DBCK, on aura pour reste le carré 

de AC; doncll:*=TB*+BC*— IlIFK — DBCK; or ces 
deux rectangles ont la base IK = 1)E= AB, et la hauteur 

F K = 1) K = B C, donc ÂC*= AB* + BC®— 2 A B x B C. 
Remarque. On peut encore démontrer ce théorème de la 
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manière suivante. Soient « et 6 les longueurs des droites 
AB, BC; celle de AG est « — b ; donc le carré fait sur AC a 
pourmesure (a-6)2(3), ou a^ + ô»— 2«ô, c’est-à-dire l'aire 
(lu carré fait sur AB, plus l’aire du carré fait sur BC, moins 
deux fois l’aire du rectangle compris sous AB et BC. 


THEOREME XIV. 


Le rectangle compris sous la so7nme AC et la diffé- 
rence de dewv droites AB, BC est égal à la différence 
des carrés de ces droites. 


H 




c 


I 

I. 


nue 


Prenons BD=BC. Construisons le 
carré A BEF et le rectangle A C G H qui 
a pour base AC et pour hauteur CG= 
AD ; puis élevons sur AC la perpendicu- 
laire DK, qui rencontre GH au point I 
et EF au point K. 

La figure entière se compose du carré A BEF et du rec-. 
tangle BCG L : si l’on en retranche le rectangle F III K et le 
carre ELI K, qui a pour côté EK = BD = BC, on aura pour 
reste le rectangle A CG II; donc AC G II =AB*+BCGL 

— F II I K — B C^; or les deux rectangles B C G fj, F H I K ont 
la base CG = IH = AD et la hauteur BC = BD = IK; donc 
ils sont égaux; donc ACGH = AB*— BC*. * 

Remarole. On peut encore démontrer ce théorème de la 
manière suivante. .Soient a et b les longueurs des deux 
droites A B, BC -, a + b est la longueur de A C et a — b ccllev, 
de AD; donc le rectangle ACGH a pour mesure (a-)-6) x 
(rt — b), ou a*— 6*, c'est-à-dire l’aire du carré de AB moins 
celle (lu carré de BC. 


THEOREME XV. 

Le cari'é fait sur V hgpoténuse. d'un triangle l'ectan- 
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g le ABC est égal à la somme des carrés faits sur les 
côtés de l’angle droit. 





Construisons les carrés BCDE, 
ABFG, A CH I; menons AK per- 
pendiculaire à BC ; prolongeons 
A K jusqu’à la rencontre de D E en 
L , et achevons les parallélogram- 
mes ABEM, CBFN. 

Les angles ABE , CBF sont 
égaux comme ayant le même excès 
A BC sur un angle droit ; de plus , 
AB = BF etBE = BC par hypothèse; donc les parallélo- 
grammes ABEM, CBFN ont un angle égal compris entre 
côtés égaux chacun à chacun ; donc ils sont égaux (liv. ii, 
15). Mais le rectangle BELK est équivalent au parallélo- 
gramme ABEM, qui a la même base BE et la môme hau- 
teur BK (6, cor. 1); pareillement, le carré ABFG est équi- 
valent au parallélogramme CBFN , qui a la même base BF 
et la même hauteur AB ; donc le rectangle BELK est équi- 
valent au carré ABFG; on prouverait de môme que le rec— 
tangleCKLU est équivalentau carré ACIll; donc le carré 
BCDE est égal à la somme des carrés ABFG, ACilI. 

Corollaire 1. On en déduit AB = BC — AC ,etAC 
— ,\B‘ ; donc le carré de'l'un des côtés de l'angle droit 
cjit égal au carré de riiijpoténuse moins le carre de l'autre 
côté. , 

, Corollaire 2. Le triangle rectangle isoscèle ABC donne 
"a B Xc®=Tb'^ +!}(?= 2ÂK* ; d’où l’on déduit A C®: 

ÂB®: : 2 : 1 , et À C : AB : : KF: 1 ; donc le rap- 
port de l'hypolcnnse d'un triangle rectangle isos- 
-cèle an côté de l'angle droit, on, autrement , le 
rapport de la diagonale au côté d'un carré est égal à la ra- 
cine carrée de 2. 
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Rem.vrqle. 1. Le carré BCDE et le rectangle BELK, 
ayant môme hauteur BE, sont entre eux comme leurs 
bases BC, BK (1); or le rectangle est équivalent au carré 
fait sur AB, donc le carré fait sur l’hijpolénuse est au carré 
fait sur l'un des côtés de l'anf/le droit comme l'hypoténuse " 
est au segment adjacent à ce côté. 

Remaroce 2. Les rectangles BELK, CDLK, ayant même 
hauteur K L, sont entre eux comme leurs bases B K, CK; 
or ces rectangles sont équivalents aux carrés des côtés A B , 
AC , donc les carrés faits sur les côtés de l'angle droit sont 
entre eux comme les segments de l’hypoténuse adjacents à 
ces côtés. 


TIIÊORK.ME XVI. 

WrijrruqHeiiicnl, lorsiiitc l'un des carrés faits sur les 
trois côtés d’un triangle égal à la somme des 

deux autres, l’angle opposé au premier côté est un angle 
droit. 



Soit ÂB* = AC'+BC^. Élevons, sur AC, 
la perpendiculaire CI) = BC, et menons 
AD. 

Le triangle ACD étant rectangle en C, 
® on a, par le théorème précédent, ÂJ)*= 
AC* + CD® = A(f + BC^- mais , par hypothèse , on a aussi 

A B'= + Bt;’; doncA B*= AD" et , par suite , A B = 

A D ; donc les triangles A BC, A C I) ont les trois côtés égaux 
chacun à chacun; donc l'angle AC B, opposé au côté AB, 
est égal à l'angle droit ACD, opposé au côté AD. 


THÉORÈME XVII. 

Dans fout triangle obtusangh ABC, le carré fait 

9 
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sur le côté AB, opposé à l’angle obtus A CB, est égal à 
la somme des carrés des deux autres côtés, plus deux 
fois le rectangle compris sous l'un de ces côtés cl la 
projection de l’autre sur le premier. 



A Soit AI) la perpendiculaire abaissée du 
point A sur la direction du côté BC: on aura 

ÂB* = AC* + BC*+ 2BC X C D. 

En effet, dans le triangle rectangle ABD, 

on a AB*= AD* + BD* (15); or le triangle 
rectangle AGI) donne AD' = AC* — CD'et, BD étant la 
somme des deux droites B(^, CD, on a BD' = BC‘ + CD* 
+ 2BCXCD (12); donc (ÂD* + BÎ)*) ou AB* = XC*+BC* 
+ 2BC X CD. 


THÉORÈME XVIII. 


Dans tout triangle .ABC, le carré fait sur le côté AB, 
opposé à un angle aigu AC B, est égal à la somme des 
carrés faits sur les deux autres côtés, moins doix fois le 
rectangle compris sous l’un de ces côtés et ta projection 
de l’autre sur le premier. 


Soit AD la perpendiculaire 
abaissée du point A sur BC : on 

aura ÂB* = Â(? + BC*— 2BG 
XCD. 

Car, dans le triangle rectangle 


ACD donne .A l)*= AC* — CD* et, la droite BD étant égale 
à BC“CD ou à CD — BC suivant que l’angle B est aigu ou 

obtus , on a, dans les deux cas, BD* = BC* + G D* — 2BC 
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X C D (13) ; donc (AD'* + BD*) ouTb* = AC* +'BC* — 2 B C 
X CD. 

— '9 

Kemaiujub. Dans un triangle ABC, selon que le carré A B 

■ ^ 

d'un côté est plus grand ou plus petit que la somme KO. 
-f-BC' </ei carrés faits sur les deux- autres côtés, l’angle C 
opposé au premier côté .AB est obtus ou aigu. Cor si, dans le 

tas où l’on a, par exemple , A B*< AC* + B C*, l’angle C était 
droit ou obtus, on aurait .AB* =AC*+BC* ( 15] ou A B*> 
AC*+BC*(17), ce qui est contre la supposition. 


THEOREME XIX. 


Dans loiil lrian(/le A lU] , 1 " In somme des carrés des 
deux eolés AB, AC est égale à deux fois le carré de la 
droite A\) menée du sommet au milieu de la base, plus 
deux fois le carré de la moitié de la base ; 2" la diffé- 
rence des carrés des deux côtés AB, AC est égale à 
deux fois le rectangle compris sous la base et la dis- 
tance DE de son milieu au pied de la hauteur AE. 

A 1" Le triangle A BD, où l’angle I) est obtus, 

donne (0Tïr= AD*+BD*+ 2B D X DE (17) ; 
le triangle ACD, où l’angle D est aigu, donne 

I) K c (j) AC*= A D* + C1)*— 2C 1) X DE (18) ; or C D 
= BD par hypothèse, donc A ir + AC*= 2A D*+ 2BD* . 

2° Retranchant (a) de (i), il vient .AB* — AC*=4BDxDE; 
or 4BD = 2BC, donc ÂB*— ÂC*= 2BC X DE. 



THEOREME XX. 

Dans tout quadrilatère ABCD, la sonme des carrés 
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des côtés est égale à la somme des carrés des diagonales, 
plus gnalre fois le carré de la droite MN gui joint les 
milieux des diagonales. 



Menons HM et DM. Dans le triangle 
ABC, où la droite BM joint le sommet au 

^ milieu de la base AC , on a AB*+ BC*== 
** ^ 2BM*+ 3AM* (19); dans le triangle ACD, 

où la droite DM joint le sommet au milieu de la base AC, 
on a, de môme, CD^ + A D* =2 DM* + 2 A M*; donc AB*-f 
BcV'(n)*+Xr)*==2 ÎÎM* + 2'ÏÏ»l* + /rÂM*=2 BM* +2DM* 

+ A C* , puisque A (’ est double de A M. Mais, la droite M N 
étant menée du sommet au milieu de la base B 0 du triangle 

M BD, on a BM" 4- D.M‘ = 2M N*+2BN* et , par suite. 


2BM* + 2DM*^ 


l^M N + 4BN 


: 4M N* + BD*, puisque 


BD est double de B N' ; ajoutant de part et d’autre AC , il 
vient 2 BM* + 2 Ï)M* + Xc* , ou ÂB*+Xc* + cl)* + AD® 

=Xc*+'bd*+ 4.SIT^*. 


THEOREME XXI. 


Dans tout trapèze, la somme des carrés des deux côtés 
AB, CD est égale à la somme des carrés des diagonales, 
moins deux fois le rectangle des bases. 



Joignons les milieux M et N des diago- 
nales AC, bd. On a, par le théorème 

précédent , À B* + B C® + C D* + A D* = 


c AC* -f BD* + 4îiiN*; 


or .MN 


BC— AD 


|liv. n, 23); donc 2MN = BC — AD et, par suite. 


..J 
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^fN^=BC^+ AD*— 2BC X A I) (13); donc Xb* +"bC* + 
CD* +ÂD* ='ÂcV¥d*+1c* +rï)* — 2BC X AD; 
^primant de part et d’aulre'BG*et A‘b®, il reste Tb* + 
CD*=ÂC*+ BÏ? - 2BC X A D. 

THÉORÈME XXII. 

Dans tout parallélogramme ABCD, la somme des 
carrés des côtés est égale à la somme des carrés des 
diagonales ; et réciproquement. 

* ^ 1° La figure ABCD étant un parallé- 

logramnie, les diagonales AC, BD secou- 
pent mutuellement en deux parties égales 
® au point O; donc le triangle ABC donne 

AB^+BC*=2BO*+2AO*(19) et, par suite, 2AB*+ 2BC* 

= 4BO*+li-AO*=BD* + .4C*, puisqu’on a BD=2BOct 
AC = 2AO. 

2° Réciproquement, lorsque, dans un quadrilatère ABCD, 
on a la relation ÂB* +1ÎC*+ C î)* +.\T)* =ÂC* + b 7^*, la 
figure est un parallélogramme, ou, autrement, les diago- 
nales AC, BD se coupent mutuellement en deux parties 
égales (liv. ii, 19). 

Car, si cela n’avait pas lieu et que M et N fussent les mi- 
lieux des diagonales, on aurait AB* + BC* + Cl)*+ AD* = 
A C*+Bü*-l-4MN* (20), ce qui est contre la supposition. 
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PROBLKMIÙS IU:L4TIFS AÜ LIVRE V. 


PROBLEME PREMIER. 



Construire un trianyle équivalent à un polygone 
ABCDE, de tant de côtés gu on voudra. 

Joignons les extrémités A et C de 
deux côtés consécutifs AU, BC; par 
le point U, menons B F parallèle à 
AC jusqu’à la rencontre de DC pro- 
longé, et joignons le point A au point 
F ; le quadrilatère AFDE est équiva- 
letit au pentagone proposé. 

Car les triangles ABC, ACF ont la base commune AC, et 
même hauteur, puisque leurs sommets B et F sont situés 
sur une mémo droite BF parallèle à AC ; donc ils sont équi- 
valents (th. 5, cor. 1); or, si l’on ajoute le quadrilatère .AC UE 
au triangle ABC, on oblient le pentagône BCUE ; et si, 
d’autre part, on ajoute le même quadrilatère au triangle 
AC F, on a le quadrilatère A F D E; donc ce quadrilatère est 
équivalent au pentagône. 

On convertira de môme le quadrilatère .AFDE en un 
triangle AFG équivalent ; donc le triangle A F’ G est équi- 
valent au polygône proposé. . 


PROBLEME II. 

Trouver le côté d'un carré équivalent à un parallélo- 
gramme ou à un triangle donné. 

1° Soient B et H la base et la hauteur du parallélogramme 
proposé, et X le côté du carré demandé. 
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B X H est la mesure du parallélogramme, et X* celle du 

carré (th. 3); donc il faut qu’on ail B x H = X* et, par suite, 
B : X : : X : II ; on trouvera donc le côté X en cherchant une 
moyenne proportionnelle entre la base B et la hauteur II du 
parallélogramme donné (liv. iv, prob. 2). 

2" L’aire d’un triangle étant égale à la moitié du produit 
de sa base parsa hauteur (th. 5), on voit, de même, que pour 
avoir le côté d'un carré équivalent au triangle proposé , il 
suffit de chercher une moyenne proportionnelle entre la 
moitié de sa base et sa hauteur. 


PROBI.ÈHE III. 

Trouver le côté d’un catré équivalent, à un polijgône 
donné, de tant de côtés qu’on voudra. 

Construisons d'abord un triangle équivalent au polygône 
proposé ( I ) ; cherchons ensuite le côté X du carré équivalent 
à ce triangle (2) : X sera le côté du carré équivalent au po- 
lygône. 


PUOBI.ÊME IV. 

Construire un carré qui soit égal à la somme ou à ta 
différence de deu.r carrés donnés. 

1" Construisons un triangle rectangle dont les côtés de 
l’angle droit soient égaux aux côtés des carrés donnés ( liv. 
III, prob. 21 ). Le carré fait sur l’hypoténuse de ce triangle 
sera le carré demandé ( th. lô). 

2° Construisons un triangle rectangle dont l’hypoténuse 
et l'un des côtés de l’angle droit soient égaux aux côtés des 
carrés donnés (liv. ni, prob. 2V) ; le carré fait sur l’autre 
côté de l’angle droit sera le carré demandé (th. 15}. 
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Remarque. On Iroiivern, pnr le même procédé (1“), un carré 
égal il la somme de tant de cai ré.s donnés qu'on voudra , ou 
au produit d’un carré donné par un nombre entier. 

PitOBLÉMB V. 

Construire un carré (jui soit égal à la somme ou à 
lu différence de deux jiolygônes donnés. 

Cherchons les côtés des carrés équivalents aux deux po- 
lygônes donnés (3i, et la construction s’achèvera en faisant 
un carré qui soit égal à la somme ou il la différence de deux 
carrés donnés (4). 

Remarque. On construira de même un carré égal à la 
somme de tant de polygônes donnés qu’on voudra, ou au 
produit d’un polygône donné par un nombre entier. 

PROBLÈ3IE VI. ' 

Construire, sur une droite, donnée A, un rectangle 
équivalent à tin rectangle donné. 

Soient B et C les deux dimensions du rectangle donné, et 
X la dimension inconnue du rectangle cherché. 

1} X C est faire du premier rectangle ( th. 3 ), et A x X 
celle du second ; donc il faut qu’on ait .\ x X = B x C et , 
par suite, A : B :: C : X ; on trouvera donc le côté X en cher- 
chant une quatrième proportionnelle aux trois droites don- 
nées A, B, C (liv. IV, prob. 1). 

PROBI.È.VIE VII^ 

Construire un rectangle équivalent à un carré donné, 
et dont les deux dimensions fassent une. somme donnée 

AB. 
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ïL-ïM 


ü:\zr I 


A C 


G B 


Soit M le côté (lu earrc! donné. Sur 
A B, comme diamètre , décrivons une 
demi-circonférence ; en un point quel- 
conque C de A B, élevons une perpen- 
diculaire C I) = M ; menons DE parallèle à AB ; et, du point 
F où DE rencontre la circonférence, abaissons la perpendi- 
culaire FCi sur AB: les deux droites AO, BO sont les di- 
mensions du rectangle demandé. 

Car leur somme AO-j-BO=AB, et leur produit AGxBG 

= FG* (liv. IV, 18)= D('/= M* ; donc le rectangle construit 
sous A(i et BG est équivalent au carré donné (th. ,3). 

KEMAiiycE. Pour que le problème soit possible, il faut que 
le cèté M du carré donné n’excède pas le rayon de la cir- 
conférence, c'est-à-dire la demi-somme des deux dimen- 


sions du rectangle demandé. Il en résulte que purmi tous 
les recUingles de même pcrimétie, le carré est un maximum. 


VKOBLÈME VIII. 

Cotislniire un rertnufile éi/uivalent à un carré donné, 
cl dont les deux dimensions aient entre elles une diffé- 
rence donnée AH. 


Soit .M le côté du carré donné. Sur hi 
droitcAB, comme diamètre, décrivons une 
circonférence; au point A, menons la tan- 
gente AC = M; joignons le point C au 
centre O, et prolongeons CO jusqu'à la 
rencontre de la circonférence au point I) : 
la sécante entière CD et sa paitie extérieure CE sont les 
deux dimen.sions du rectangle demandé. 

Car leur différeiu'e CD — CE=1)E = -\B, et leur produit 



CDxCE=AC* (liv. iv,2l)=M^; donc le rectangle construit 
sous C I) et CE est équivalent au carré donné (th.‘3). 
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PROBLÈME IX. 

Trouver le côté d’un carré (lui soit à un carré donné 
dans le rapport donné de M à N. 



Soit A le côté du carré donné, 
et X celui du carré cherché. Il 

faut qu’on ait X* : A* :: M : N. 
Pour substituer au rapport M :N 
celui de deux carrés, prenons, 
sur la droite indéfinie BI), BC=M et(jl)=N; sur la droite 
entière BD, comme diamètre, décrivons une demi-circonfé- 
rence ; au pointe, élevons, sur BD, une perpendiculaire CE 
qui rencontre la circonférence eu un point E; puis, menons 

les cordes EB, ED. Le triangle rectangle EBD donne EB' 
: Ël? :: BC : DC (th. 1.5, rem. 2), ou :: M : N ; donc X^ : A* 


:: EB'* : ED* et, par suite, X : A :: EB : ED; on trouvera 
donc le côté X en cherchant une (juatrième proportionnelle 
aux trois droites connues ED, EB, A (liv. iv, prob. 1). 

Pour achever la construction, prenons, sur la droite indé- 
finie F'21), une ([uantité EF = A, puis, menons FG parallèle 
à BD jusqu'à la rencontre de EB en 0; la droite EG sera 
la quatrième proportionnelle demandée. 


PROBLÈME X 

Construire un polygone semblable à un polygone 
donné P et gui soit à ce polygone dans le rapport donné 
de M rt N. 

Soit A un côté du polygône P, et X le côté homologue 
dans le polygône cherché. 
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Puisque les polyfjônes semblables sont entre eu 
les carrés des côtés homologues (th. 11), il faut qu^ 

proportion X* : A* :: M : N. On trouvera donc le côté X en 
cherchant le côté d’un carré qui soit au carré donné 
comme M : N (9) ; ensuite, on décrira sur X, comme côté 
homologue h A, un polygône semblable à P div.iv, prob. 5). 

PKOBI.ËME XI. 

Construire xin polygone semblable à un polygone 
donné P et équivalent à nn polygone donné Q. 

Soit A nn côté de la figure P, Y le polygône demandé, 
X le côté de Y homologue à A. 

Les polygônes P et Y étant semblables , on a P : Y A" 
: X (Ih. 1 1) ; mais il faut que Y soit équivalent à Q ; donc 
P : Q A" : X ; remplaçant P et Q par des carrés équiva- 
lents ,M' et N' (3), on a :: : X^ et, par suite, M : N 

:: A : X; on trouvera donc le côté X, en cherchant les côtés 
M et N des carrés équivalents aux polygônes P et Q, puis, 
une quatrième proportionnelle aux trois droites connues 
M, N, A. La construction s’achèvera, eu décrivant sur X , 
homologue à A, un polygône semblable à P. 

1MIOIILÈ.ME XII. 

Deux polygônes semblables P et Q étant donnés , 
construire un polygône semblable à ceux-ci, et qui soit 
égal à leur somme ou à leur différence. 

Soient A et 15 deux côtés homologues dans les polygônes 
proposés. 

1“ Construisons un triangle rectangle dont les^côtés de 
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l'angle droit soient égaux à A et B; puis, sur l’hypoténuse C 
(le ce triangle, comme côté homologue à B, décrivons un 
polygone B semblable à Q ; on aura R = P + Q. 

En effet , P et Q étant semblables, on a P : Q : ; A* : B* 
(Ih. Il), d’où l’on déduit (P + Q) : Q : : (A* + B*): B*; or A* 
+ B^ = G*, donc (P + Q) : Q : : C® : B* ; mais, R étant sem- 
blable à 0. on a aussi la proportion R : Q :: G' : B*; donc' 
R = P + Q. 

2° En supposant A > B , construisons un triangle rec- 
tangle dont A soit l’hypoténuse et B l’un des côtés de l’angle 
droit; ensuite, sur l’autre côté G de l’angle droit, comme 
côté homologue à B, décrivons un polygône R semblable à 
0 ; on aura R = P — Q. 

La démonstration est analogue à celle qui précède. 
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LES POLYGONES RÉGULIERS 

ET LA MESURE DU CERCLE. 

DÉFINITIONS. 

1. Un polygf^ne régulier est un polygône à la fois équian- 
gle et équilatéral. 

2. Le centre et le rayon d’un polygône régulier sont le 
centre et le rayon du cercle circon.scrit au polygône. - 

3. \^afmthèmc d'un polygône régulier est le rayon du 
cercle inscrit dans le polygône. 

i. L’angle formé par les rayons, menés du centre d’un 
polygône régulier aux extrémités d’un côté, est Yunyle au 
centre du polygône. 

5. La partie d’un polygône régulier, comprise entre les 
rayons menés à deux sommets non consécutifs , s’appelle 
secteur imlygonal régulier. 

6. Lorsqu’un cercle est situé entièrement dans une sur- 
face plane, terminée de toutes parts, on dit que le contour 
de cette surface e«ce/o/jpe la circonférence. 

La circonférence elle-même est considérée comme un cas 
particulier de toutes les lignes enveloppantes. 

7. Dans deux cercles différents , on nomme arcs sembla- 
bles, secteurs semblables, segments semblables , ceux qui 
correspondent à des angles au centre égaux entre eux. - 

THÉORÈME PREMIER. 

Lorsqu'une circonférence est divisée en trois on en 
vn plus grand nombre de parties égales , le polygone 
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AB(]1)K, (/i/t U pour sommets les points de division , 
est un pohjyône régulier inscrit; et réciproquement , 
lorsqu'un polygone régulier est inscrit dans un cercle , 
ses sommets divisent la circonférence en parties égales. 


r Tous les nrcs AB, BC, Cl), cIc., 
étant égaux par hypothèse, les cordes 
AB, BC, Cl), etc., sont égales entre 
[\ h elles; de plus, les angles inscrits A, B, 

\\ /' C, etc., ayant pour mesure des arcs 

égaux, sont égaux entre eux; donc le 
polygéne .\BCI)E, à la fois équiangle et 
équilatéral, est un polygône régulier. 

’i" Les cordes A B, BC, C I), etc., étant égales i>ar hypo- 
thèse, les arcs AB, BC, Cl), etc., sont égaux entre eux; 
donc les sommets A, B, (^, 1), E divisent la circonférence 
en parties égales. 

ConoLLAiKE 1. Soit ABC un polygône régulier inscrit. 

Prenons les milieux M, N, P de chacun des 
/ / V arcs sous-tendus par ses côtés, et menons 
.ij / \ j' M A, M B, N B, NC, etc. Il en résulte un po- 
W Y lygône inscrit .VM BNCP, qui est régulier, 

puisque scs sommets divisent la circonfé- 
t; rence en parties égales, et qui a deux fois 

plus de côtés que le premier, puisqu’il un côté quelconque 
AB de celui-ci coirespondent deux côtés de l'autre. 

t'.oRoi.r.AiKE 2. Béciproquement, étant donné le polygône 
régulier inscrit AM BNC P, d'un nomhre pair de côtés, pour 
inscrire a la même circonférence un polygône régulier d’un 
nombre de côtés deux fois moindre, on voit qu’il suffit, en 
suivant le contour du polygône proposé dans un môme sens, 
de joindre le premier sommet A au troisième sommet B, le 
troisième B au cinquième C, et ainsi de suite, quel que soit 
le nombre des sommets, jusqu’à ce qu’on soit revenu au 
point A d’où l’on est parti. 
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Remarque. Dans les triangles MA B, N BU, etc., nna A B 
<.MA4MB, BC<NB-|-A(', etc., Aonc h: contour du poly- 
gone inscrit .\BC est moindre que celui du -polygone inscrit 
AMBNCP d 'un nombre double de côtés. 

THÉORÈME 11. 

Lorsqu’une circonférence est divisée en trois ou en 
un plus grand nombre de parties égales , le polggône 
MNPQR, dont les côtés touchent la circonférence aii.r 
jioints de division, est un polygone régulier circonscrit; 
et réciproquement, lorsqu'un polggône régulier est cir- 
conscrit a un cercle, les points de c-ontact -divisent la 
circonférence en parties égales, 

r .Menons les cordes AB, Bi;, 
f, I), etc., qui sont égales entre elles 
(liv. in, 11). Chacun des angles .M A B, 
ÀIB.V, NB(], etc., étant formé par 
une corde et une tangente, a pour 
mesure la moitié de l'arc compris en- 
tre scs cétés, or tous ces arcs sont 
égaux par hypothèse, donc l’angle MAB = MBA = 
NBC, etc., et les triangles .MAB, NBC, PCI), etc., ont un . 
côté égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun ; 
donc l’angle .M = N = P, etc.; le côté M .\ = M B = N B, etc., 
et, par suite, MN double de NB est égal à MK douhle de 
MA ; NP double de NC est égal à MN double de NB, et 
ainsi de suite ; donc le polygône N PQ K, à la fois éqiiian- 
glcet équilatéral, est un polygone régulier. 

2° Le rayon OA étant perpendiculaire à la tangente MR 
et le rayon O B perpetuliculaire à la tangente M N, les angles 
A et B du quadrilatère M.VOB sont droits; donc l’angle 
AOB a pour supplément l’angle .M; pareillement, l’angle 
BOC a pour supplément l’angle N ; or M = .\ par hypothèse, 
donc AOB = BOC et, par suite, rnrcAB=BG; on a de 


lî r. Q 
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même JJ L — C J) — DE = A E ; donc les points de contact 
divisent la circonférence en parties égales. 

(.oHOLLAiitE l."Soit ABC un polygône régulier circonscrit. 

Par les points G, II, I, milieux des arcs 
DE, EF, FD, menons des tangentes 
qui rencontrent les côtés du polygône 
ABC aux points M, N, I>, etc. Il en 
résulte un polygône circonscrit d’un 

nombre double de côtés, et qui est ré- 

B N E P c guijer puisque les points de contact 

G, E, H, etc., divisent la circonférence en parties égales. 

Corollaire 2. Béciproquemcnl, étant donné le polygône 
circonscrit .MNPQUS d'un nombre pair de côtés, pour cir- 
conscrire à la même circonférence un polxgône régulier 
-\BC d’un nombre de côtés deux fois moindre, il suffit, en 
sui\ant le contour du polygône proposé dans un même sens, 
de prolonger, à partir d’un côté quelconque SM, les côtés 
consécutifs de rang impair S. M et M>, .N P et Qtl, y K et 
SM, jusqu’à leur rencontre. 

liEMARQuE. Dans les triangles BMN, CPQ, ABS, on a 
.M N < B .M + B N, PQ <C P + C 0, R S < A B + A S ; d’ailleurs 
les côtés MS, N P, QB sont communs aux contours des 
deux polygônes, donc le contour du polygône MNPQRS 
est moindre que celui du polygone circonscril ABC d'un 
nombre de càlés deux fois moindre. 


théorème III. 


A tout polyc/âne régulier ABCDE, on peut circon- 
scrire un cercle, mais on n'en peut circonscrire qu’un. 



Soit O le centre de la circonférence qui 
passe par les trois points A, B, C. Menons 
les rayons OA, OB, OC, et Joignons le 
point O nu point D. 

Dans le triangle OBC, le rayon OB = 
OC et, par suite, l'angle OBt:: = OCB; 
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mais, le polygône proposé étant régulier, l’angle ABC = 
BCI); donc ABC — OBC = BCD — OCB, ou ABO = 
DCO; d'ailleurs AB = CD par hypothèse; donc les trian- 
gles ABO, DCO ont un angle égal compris entre côtés 
égaux chacun à chacun; donc le troisième côté OA = OD; 
donc le point D est situé sur la circonférence qui passe par 
les trois points A, B, C ; on prouverait de môme que le point 
E apparHent à la même circonférence, et ainsi de suite 
quel que soit le nombre des sommets ; donc la circonfé- 
rence, qui pusse par les trois points A, B, C, est circons- 
crite au polygône proposé. 

Il est d’ailleurs impossible de circonscrire un autre cercle 
à ce polygône; car, par les trois points donnés A, B, C non 
en ligne droite, on ne peut faire passer qu’une seule circon- 
férence (liv. III, 2, cor. 2). 

Corollaire 1. Tous les triangles OAB, OBC, OCD. etc., 
sont isoscèles et ont les trois côtés égaux chacun à chacun ; 
donc tout polygône régulier est décoiiiposable eu autant de 
triangles isoscèles, égaux entre eux, gu il a de côtés, chacun 
de ces triangles ayant pour sommet le centre du polygône et, 
pour base, un de ses côtés. 

Corollaire 2 Tous les angles au centre AOB, BOC, 
COI), etc., opposés à des côtés égaux , sont égaux entre 
eux ; donc l'angle auventrc d’un polygône régulier est égal 
au quotient de la division de. quatre angles droits par le 
nombre des côtés du polygône. 


THÉORF.ME IV. 

Dans tout polygone régulier .4BCDE, on peut in- 
.scrire un cercle, mais on nen peut inscrire gu’ un. 

Soit O le centre du cercle circonscrit au polygône (3), et 
OP, OQ, O B, etc., les perpendiculaires abaissées du point 
O sur les côtés. 

III 
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1° Les cordes AB, BC, CD, etc., 
égales par hypothèse , sont également 
éloignées du centre ; donc OP =OQ = 
OR, etc., et, si du point O comme cen- 
tre, avec un rayon égal à OP, on décrit 
une circonférence, elle passera par tous 
les points P, Q, R, etc., et touchera ainsi 
chaque côté en son milieu (liv. ui, .3 et 8) ; donc çette cir- 
conférence est inscrite dans le polygône. 

2“ Il est impossible d'inscrire un autre cercle dans le 
même polygône. Car, le centre de tout cercle inscrit étant 
un point également distant des côtés AE, AB, BC, est situé 
sur chacune des deux bissectrices AO, BO des angles A et 
B, lesquelles se rencontrent en un seul point O ; donc tous 
les cercles inscrits dans le polygône ABC DE ont môme 
centre et môiqe rayon et ne forment qu’un seul et même 
cercle. 

Rem arque 1. Le cercle inscrit dans un polygône régulier 
et le cercle circonscrit sont concentriques. 

Remarque 2. Lorsqu'un polygône régulier est circonscrit à 
un cercle, chaque côté est divisé au point de contact en deux 
parties égales. 


THÉORÈME V. 

Deux polygônes réguliers ABC DE, FGHIK, (T un 
même nombre de côtés, sont semblables. 

La somme des angles du 
pentagône ABCDE est égale, 
à deux angles droits multipliés 
par (.') — 2), ou à six angles 
droits; mais, par hypothèse , 
ce polygône est équiangle , 
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donc chacun des angles A, B, C, etc., est égal à 


y d’angle 


droit ; jl en est de môme de chacun des angles F, G, H, etc. . 
du pentagône FGHIK; donc ces deux polygônes ont les 
angles égaux chacun à chacun : d’ailleurs, puisqu'ils sont 
équilatéraux, on a évidemment la suite de rapports égaux 
AB : FG : : BC : GH : : CD : H I, etc. , donc ABCDE est 
semblable à FGHIK. 


Corollaire 1. Lorsqu'un polyrjône réÿw^ier ABCDE est 

inscrit dans un cer- 
cle , h pohjgône 
MNPQK , formé 
par les tangentes 
menées aux som- 
mets du polygone 
inscrit ou aux mi- 



lieux des arcs sous-tendus par ses côtés, est un polygone 
circonscrit semblable au premier. Car, les arcs AB, BC , 
CD, etc., étant égaqx (1), les points de contact A, B, C, D, E 
ou F, G, H, I, K divisent la circonférence en parties égales ; 
donc MNPQR est un polygône régulier (2); d'ailleurs il a 
le môme nombre de côtés que le polygône ABCDE; donc 
ils sont semblables. 

Corollaire 2. Réciproquement, lorsqu'un polygône régu- 
gulier MNPQR est circonscrit à un cercle, le polygone 
ABCDE, qui a pour sommets tes points de contact des cotés 
du polygône circonscrit , ou les milieux des arcs compris 
entre ces côtés, est un polygône inscrit semblable au pre- 
mier (2). 

REMARgiiE. Le point A, milieu de l’arc F K, est situé sur 
le rayon OM (liv. iii, 19, rem.); on voit de môme que le 
point B est situé sur le rayon ON, et ainsi de suite. 


THÉORÈME VI. 

On peut inscrire dans un cercle un pnlyffdne rér/vlier 
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dont le côté soit moindre quvne droite donnée aussi 
petite qu’on voudra. 


Soit A B une corde aussi petite qu’on 
voudra, et CI) le côté d’un polygône ré- 
gulier inscrit. Supposons l’arc CI) > 
A M B, et prenons l’arc C E = 4 CD, l’arc 
CF = -jCE, et ainsi de suite, jusqu’à ce 
que nous obtenions un arc, CG par 
exemple, plus petit que AM B ; la corde 
CG sera plus petite que la corde A B (liv. ni, 12); or CG est 
le côté d'un polygône régulier inscrit (1), donc on peut in- 
scrire dans un cercle un pahjqfme régulier dont le côté 
soit moindre qu'une droite donnée AB aussi petite qu’on 



voudra. 

CoKoi,i,\iRE. Si l’on prend, sur un rayon quelconque OM, 
une quantité MN aussi petite qu’on voudra, et qu’on mène, 
par le point N, une corde AB perpendiculaire à OM, on 
pourra inscrire dans le cercle un polygône régulier dont le 
côté CG soit plus petit que la corde AB; cela étant, la dis- 
tance 01 du centre 0 à la corde CG est plus grande que 
ON (liv. 111 , U) ; donc OM — 0! < OM — ON, ou OM — 
01 <MN; donc on peut inscrire dans un cercle un poly- 
gone régulier d'un assez grand nombre de côtés, pour que la 
différence entre son rayon OM et son apothème 01 soit 
moindre qu’une droite donnée MN, aussi petite qu'on 


voudra. 


THÉORÈME VII. 

On peut circonscrire à un cercle un polygone régu- 
lier dont le côté soit moindre qu’une droite donnée aussi 
petite qu’on voudra. 
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Soit ÂB une tangente divisée au point 
de contact C en deux parties égales, et 
qu’on peut supposer aussi petite qu’on 
voudra. Menons les droites OA, OB qui 
rencontrent la circonférence aux points D* 
et E, et concevons la circonférence divisée 
en un nombre assez grand de parties égales pour que l'une 
de ces parties, FGG par exemple , soit plus petite que l’arc 
DCE : la corde FG sera le côté d’un polygône régulier in- 
scrit (1) , et, si l’on suppose CF == CG, les rayons OF, OG 
prolongés rencontreront A B en des points M et N situés 
entre A et B; de sorte qu’on aura MN< AB : or MN est le 
côté d’un polygône régulier circonscrit (5, rem.), donc on 
peut circonscrire à un cercle un polyyône régulier dont le 
côté soit moindre qu'une droite donnée A B aussi petite qu'on 
voudra. 

Corollaire. Dans le triangle COM, on a OM— OC<CM; 
or CM est la moitié du côté M N qui est aussi petit qu’on 
voudra, donc on peut circonscrire à un cercle un polygône 
régulier d'un assez grand nombre de cotés, pour que ta dif- 
férence entre son rayon OM et son apothème OC soit moin- 
dre qu'une droite donnée aussi petite qu'on voudra. 


TUÉOKÊUE VIII. 

Les périmètres des polygones réguliers, d’un même 
nombre de côtés , sont entre eux comme leurs rayons 
ou comme leurs apothèmes; et leurs surfaces sont entre 
elles comme les carrés de ces mêmes rayons ou apo- 
thèmes. 



D Q E 
C 


Soit AB le côté d’un polygône 
régulier, O son centre, OA son 
rayon, et OP son apothème ; soit , 
pareillement, DE le côté d’un autre 
polygône régulier , C son centre , 
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CD son rayon , et CQ son apothème : en supposant que ces 
deux polygones aient le même nombre de côtés et désignant 
leurs périmètres par pér. AB et pér. DE, on aurapér. AB 
: pér. DE :: OA : CD ou :: OP : CQ. 

En effet, ces deux polygônes, ayant le même nombre de 
côtés, sont semblables (5); donc pér. AB : pér. DE :: AB 
: DE (liv. IV, 13) ; mais A est la moitié de l’angle du pre- 
mier polygône (3, cor. 1) et D la moitié de l'angle du se- 
cond ; donc A— I); on a de môme B = E ; donc les triangles 
AOB, DCE ont les angles égaux chacun à chacun, ainsi que 
les triangles rectangles AO P, DCQ, et leurs côtés homo- 
logues donnent AB : DE :: OA ; CD :: OP ; CQ; donc, à 
cause du rapport commun AB : DE, il vient pér. AB : pér. 
DE :: OA : CD ou :: OP : CQ. 

Si l’on désigne par surf. AB et surf. DE les surfaces des 
deux polygônes, on aura, de même, surf. .4 B ; surf. DE 

ÂB* : DE* (liv. v, 11), ÂB*: DE* : : : : OP* : CQ*, 

et, par suite,surf. AB:surf.DE::OA* :CD* ou::OP*:CQ*. 

THÉORÈME IX. 

On peut inscrire et circonscrire à un cercle deux po- 
lygônes réguliers d’un meme nombre de côtés, tels que 
la différence de leurs périmètres ou celle de leurs sur- 
faces soit moindre qu’une quantité donnée aussi petite 
qu’on voudra. 



Soit M N le côté d’un polygône régulier 
inscrit, PQ celui du polygône semblable 
circonscrit, OM et OP leurs rayons, OA et 
O B leurs apothèmes. 

1” On a pér. PQ: pér. MN ::OB:OA (8), 
d’où l’on déduit (pér. PQ — pér.MN) : pér. 
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P 0 : : ( 0 B — 0 A) : OB ; or, si l’on mutiplie suffisamment le 
nombre des côtés de chaque polygône , on pourra faire en 
sorte que la différence (O B — OA) entre le rayon et l’apo- 
thème du polygône inscrit soit moindre qu’une droite don- 
née aussi petite qu’on voudra (6, cor.) ; donc le dernier rap- 
port ( OB — O A ) : OB de la proportion précédente peut être 
supposé aussi petit qu’on voudra ; il en est de même du 
premier rapport (pér. PQ — pér.MN): pér.PQ, lequel est 
égal au second; mais pér. PQ diminue lorsqu’on double le 
nombre de ses côtés (2, rem.), ce qui tend à augmenter le 
premier rapport; donc la différence (pér. PQ— pér.MN) 
peut être rendue moindre qu'une droite donnée aussi petite 
qu’on voudra. 

2“ On a surf. PQ : surf. MN : : OB^ : ÔÂ* (8) ; d’où l’on 
tire ( surf. P Q — surf. M N ) : surf. P Q : : (ÔB* - ÔA® ) : ÔB* ; 
orÔB® — ÏÏÂ*=ÔM* -ÔÂ® =ÂÂj® = i et l’on peut 
inscrire dans le cercle un polygône régulier dont le côté MN 
soit moindre qu’une droite donnée aussi petite qu’on vou- 
dra (6) ; donc le dernier rapport j M N* : O B® peut être sup- 
posé aussi petit qu’on voudra; donc il en est de même du 
premier rapport (surf. PQ — surf. MN) : surf. PQ; d’ail- 
leurs surf. PQ diminue évidemment lorsqu’on double le 
nombre de ses côtés, ce qui tend à augmenter le premier 
rapport; donc la différence (surf. P Q — surf. MN ) peut être 
rendue moindre qu'une surface donnée aussi petite qu’on 
voudra. 


THÉOKÈME X. 

La circonférence est plus (jrainle (pie le contour rie 
tout polygone inscrit ABC DE. 

En effet, l’arc AB est plus grand que la corde AB qui a 
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les mômes extrémités (ax. 12); pareille- 
ment, l’arc BC est plus grand que la corde 
BC; l’arc CD est plus grand que la corde 
CD, et ainsi de suite ; donc la circonfé- 
rence entière est plus grande que le con- 
tour du polygône inscrit ABC DE. 


THÉORÈME XI. 

La circonférence est moindre que toute autre ligue 
enveloppante. 

Il est évident que , parmi toutes les 
lignes qui enveloppent la circonférence 
j„ I ABC (déf. 6), il en est au moins une qui 
l\ je n’en admet pas de plus courte qu’elle; 

\y donc, si l’on prouve que toute ligne en- 
^ P veloppante MNPQR, autre que ABC, 
en admet une plus courte qu’elle, il s’ensuivra que la cir- 
conférence sera la plus courte de toutes. 

Pour cela, prenons, sur la circonférence ABC, un point 
quelconque I) situé hors de la ligne MNPQK, et menons, 
parce point, une tangente qui rencontre MNPQR en deux 
points R et P (ax. 4) : on aura la droite PR plus petite que 
la ligne PQ R; ajoutant de part et d’autre la même ligne 
RMNP, on obtiendra une autre ligne enveloppante MNPR 
plus courte que MNPQR; donc toute ligne enveloppante 
MNPQR en admet une plus courte qu’elle; donc la circon- 
férence ABC est la plus courte de toutes les lignes enve- 
loppantes. 

CoROLEAiRE. La circonférence est moindre que le contour 
de tout polygône circonscrit. 
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Les circonférences des cercles sont entre elles comme 
les rayons , et leurs surfaces comme, les carrés de ces 
mêmes rayons. 


Soit MN le côté d’un poly- 
gône régulier inscrit dans le cer- 
cle O, PQ le côté du polygône 
semblable circonscrit, et OA son 
apothème ; soient, pareillement, 
RS et TU les côtés de deux po- 
lygôncs semblables aux premiers, l’un inscrit et l’autre 
circonscrit au cercle G, et CB l’apothème du polygône cir- 
conscrit. 



1® On a pér.MN : OA :: pér.RS ; CB, et pér. PQ ; OA 
: : pér. TU : CB (8). Mais, circ.OA étant plus grande que 
pér.MN et plus petite que pér. PQ (10 et 11), le rapport 
(circ.OA :OA) est compris entre (pér.MN; OA) et (pér.PQ 
: OA) ; pareillement, cire. CB étant plus grande que pér.RS 
et plus petite que pér.TU, le rapport (Cire. CB : CB) est 
compris entre (pér.RS :CB) et (pér.TU : CB) ou, ce qui re- 
vient au môme, entre (pér.MN : OA) et (pér.PQ: OA); donc 
les rapports constants (cire. OA : OA), (cire. CB : CB) sont 
compris tous deux entre les rapports (pér.MN : OA), (pér. 
PQ : OA) dont la différence est égale au rapport ( pér. PQ 
— pér.MN) : OA; mais (pér.PQ — pér.MN) peut être 
supposée moindre qu’une droite donnée aussi petite qu’on 
voudra (9) et, par suite, le rapport ( pér. PQ — pér. MN ) : 
OA est lui-même aussi petit qu’on voudra; donc les rapports 
(circ.OA : OA), (cire. CB : CB) sont égaux entre eux et for- 
ment la proportion cire. OA : O A : : cire. CB : CB ou , au- 
trement, cire. OA : cire. CB : : OA : CB. 

2” On a surf. MN : OÂ* : : surf. RS :'CB* (8), et surf. P Q 
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: OA* : : surf.TU : CB*, d’où l’on conclut, par un raisonne- 
ment analogue au précédent, que les rapports constants (surf." 

OA : OA*), (surf. C B : C B*) sont compris entre les rapports 
(surf. M N : OA*), (surf.PQ : OA*) et, par suite, qu’on a la 
proportion surf. O A ; OA* :: surf. CB : CB* ou, autrement, 
surf. OA : surf. CB : :ÔÂ* : CB*. 


THÊOBÉME XllI. 


Les arcs semblables AB, DE sont entre enx comme 
leurs rayons, et les secteurs semblables CAB, CDE, 
comme les carrés de leurs rayons. 



1“ Dans le cercle dont O. A est 
le rayon, on a la proportion l’an- 
gle O : quatre angles droits : : arc 
AB ; cire. OA (liv. iv, 22) ; pa- 
reillement, dans le cercle CD, on 
a l’angle C : quatre angles droits : : arc DE : cire. CD; mais 
l’angle O = C par hypothèse (déf. 7) ; donc, à cause du rap- 
port commun, il vient arc AB: arc DE :: cire. OA : cire. CD; 
or cire. OA : cire. CD : : OA : CD (12) ; donc arc AB : arc 
DE :: OA : CD. 


2° On a l’angle O : quatre angles droits : : secteur O.AB : 
cercle OA (liv. iv, 22, rem.), et l’angle C : quatre angles 
droits :: secteur CDE : cercle CI), d’où l’on conclut, par un 
raisonnement analogue- au précédent, secteur OAB : sec- 
teur CDE :: OÂ*: ci)*. 

Corollaire. Les triangles OAB, CDE, ayant un angle 
égal compris entre côtés proportionnels , sont semblables ; 
donc on a la proportion : triangle OAB : triangle CDE :: 
OA* :^D* (liv. V, 10) ou :: secteur O AB : secteur CDE; on 
en déduit (secteur OAB — triangle OAB) : (secteur CDE 
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— triangle CDE) OA* : CD*, ou segment AB ; segment 
DE OA* : CD* :: AB* : DE*; donc les segments sembla- 
bles sont entre eux comme les carrés de leurs bases. 

THÉORÈME XIV. 

L’aire d’un cercle est égale au produit de sa circon- 
férence par la moitié du rayon. 

Appelons surf. OA l’aire du cercle dont • 
OA est le rayon. On aura surf. OA = cire. 
OAx ?OA. 

En effet, soit MN le côté d’un poly- 
gône régulier inscrit dans le cercle, PQ le 
côté du polygône semblable circonscrit, O B 
et OA les apothèmes de ces polygônes. 

On a surf. MN = pér.MN X -jOB, et surf.PQ = pér. PQ 
X ■; OA (liv. V, 8) ; or surf.OA est comprise évidemment 
entre surf. MN et surf.PQ; d’ailleurs cire. OA x i O. \ est 
compris entre pér.MN x i OBet pér. PQx tOA (lOetll) 
ou entre surf. MN et surf. PQ ; donc les nombres constants 
surf. O A et cire. OA X ■; O A sont compris entre les nombres 
surf. M N et surf.PQ dont la différence peut être supposée 
aussi petite qu’on voudra (9); donc on a surf. OA = cire. 
OA xiOA. 

Corollaire. Soit le rapport constant d’une circonfé- 
rence à son diamètre (12), et R le rayon d’un cercle quel- 
conque ; on aura cire. R = 2Rxiî=2TCRet, par suite, 
cire. RxiR = 2irRxî-R = 7rR*; donc taire d'un 
cercle est égale au produit du carré de son rayon par le rap- 
port de la circonférence au diamètre. 

' Reuarque. On voit que le cercle est équivalent à un trian- 
gle qui aurait pour base une droite équivalente à la circon- 
férence, et dont la hauteur serait égale au rayon (liv. v, 5); 
donc, si l’on pouvait trouver une droite équivalente à la cir- 
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conférence d’un cercle donné, le côté du carré équivalent 
au cercle s'obtiendrait en cherchant une moyenne propor- 
tionnelle entre cette droite et la moitié du rayon (liv. iv, 
prob. 2], et on aurait ainsi résolu le problème de la quadra- 
ture du cercle, qui consiste à construire, avec la règle et le 
compas, un carré équivalent à un cercle dont le rayon est 
donné. 


THÉORÈME XV. 

L’aire d’un secteur AOB est égale au produit de sa 
base par la moitié du rayon. 

En effet, on a la proportion secteur AOB 

\ / : cercle OA :: arc AB : cire. OA (liv. IV.22, 

\ / rem. ) ; multipliant les termes du dernier 

\/ rapport par -j OA, il vient secteur AOB : 

° cercle OA :: arc AB x -j OA : cire. OA. X 

^ OA ; or cercle OA = cire. OA x j- O A (U), donc secteur 
AOB = arc AB X î OA. 


PROBLÈMES RELATIFS AU LIVRE VI 


PROBLÈME PREMIER. 

Inscrire un carré dans un cercle donné. 



Menons les diamètres AG, BD perpendi- 
culaires entre eux (liv. iii , prob. 6); et tra- 
çons les cordes AB, BG, CD, AD: le qua- 
drilatère ABGD est le carré demandé. 

Car la circonférence est divisée en quatre 
parties égales aux points A, B, G, D (liv. iii , 
6, et liv. VI, 1). 
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Remarque 1. Le triangle rectangle isoscèle AOB donne 
AB ; AO : : t/2 : 1 (liv. v, 15, cor. 2) ; donc le côté du carré 
inscrit est au rayon comme la racine carrée de 2 est à 
tunité. 

Remarque 2. I.a circonférence étant divisée en quatre 
parties égales aux points A, B, G, D, on peut ensuite la di- 
viser successivement en 8, 16, 32, etc., parties égales 
(liv. III , prob. 12) ; donc on peut inscrire dans un cercle 
donné un polygône régulier d’un nombre de côtés égal à 2", 
• n étant un nombre entier plus grand que l’unité. 


M 

[) Q 




J 


PROBLÈME II. 

Circonscrire un carré à un cercle donné. 

Traçons, comme précédemment, les dia- 
mètres AC, B ]) perpendiculaires entre eux; 
puis, aux extrémités de ces diamètres, me- 
nons des tangentes à la circonférence : le . 
quadrilatère MNPQ, qui en résulte, est le 
carré demandé. 

Car les points de contact A , B, C, D divisent la circonfé- 
rence en quatre parties égales (Ih. 2). 

Remarque 1. Les droites .M N et BD sont égales, comme 
côtés opposés d’un rectangle ; donc le côté du carré circons- 
crit est égal au diamètre. 

Remarque 2. Eu général, on peut circonscrire à un cercle 
donné un polygône régulier d'un nombre de côtés égal à 
2",nc/«nfMn nombre entier plus grand que l’unité (prob, 1, 
rem. 2, et tti. 2). 


PROBLÈME III. 


Inscrire, dans un cercle donné, un hexagone régulier, 
ensuite un triangle égui latéral. 
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1° Supposons le problème résolu, et soit 
A B un côté de l’hexagône. L’angle AO B est 
le sixième de k angles droits (th. 3, cor. 2) 
2 

ou les — d’un angle droit ; donc la somme 

O 

des autres angles A et B du triangle AO B 


ou à — d’angle droit ; or ces deux an- 
gles sont égaux, puisque le rayon OA = OB ; donc chacun 
2 

d’eux est égal à— d’angle droit ou à l’angle A O B ; donc le 

ô 


est égale à 


(-1 


triangle AOB e.st équilatéral (liv. ii, 10, cor.), et le côtéXîi 
de l’hexagône régulier inscrit est égal au rayon. 

Ainsi, pour inscrire un hexagône régulier dans un cercle 
donné , il suffit d’inscrire six droites consécutives AB, BC , 

CD. .. AF, égales au rayon (liv. iii, prob. 9). 

2“ L’hexagône ABCDEF étant inscrit, si l’on mène AC, 

CE, EA, on formera le triangle équilatéral ACE (th. 1). 

Re.u ARQUE 1. Le losange ABC O donne ÂC* + ÔB* = 

4 AB* (liv. V, 22) =4 0B*; retranchant OB* de part et 
d’autre , il vient AC* = 30 B*; donc AC* : O B*: : 3 : 1 et , 
par suite, AC : OB :: V'^ ■ 1; donc le côté du triangle 
équilatéral inscrit est au rayon comme la racine carrée de 3 
est à l'unité. 


Remarque 2. En général, on peut inscrire dans un cercle 
donné un polygône régulier d'un nombre de côtés égal à 3 
X 2 , n étant un nombre entier qui peut être nul ou égal à 
l'unité. 


PROBLÈME IV. 

Circonscrire à un cercle donné un triangle équila- 
téral, ensuite un hexagone régulier. 
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r Par tes sommets A , B, C du triangle 
équilatéral inscrit, menons des tangentes 
qui se rencontrent en des points M , N , 
P ; le polygône MNP, qui en résulte, est 
le triangle demandé. 

r.ar les points de contact A, B, C divi- 
sent la circonférence en trois parties 
égales (th. 1 et 2). 

2“ Par les points D, E, F, milieux des arcs AB, BC, 
AC, menons des tangentes qui se terminent aux côtés du 
triangle MNP : le polygône U VQRST, qui en résulte , est 
l’hexagône demandé (th. 2). 

IlEMAiiQCE 1. Les points B et C étant les milieux des cô- 
tés M N, NP du triangle MNP (th. 4, rem. 2) , la droite BC 
= îMP (liv. Il, 2-2, rem. 2), ou MP = 2BC; donc le côté 
du triangle équilatéral circonscrit est double du côté du 
triangle équilatéral inscrit dans la même circonférence. 

Remarque 2. La droite CD , divisant la circonférence en 
deux parties égales, est un diamètre (liv. iii, 5, cor.) ; 
donc les tangentes VQ , N P sont parallèles (liv. iii , 4) et , 
par suite, le triangle MVQ est semblable au triangle équi- 
latéral MPN (liv. IV, 3); donc MV = VQ = U V; on a de 
même PU = TU = U V ; donc MP = 3U V; donc le côté de 
thexagône régulier circonscrit est le tiers du côté du trian- 
gle équilatéral circonscrit à la même circonférence. 

Remarque 3. En général, on peut circonscrire à un cercle 
donné un polygône régulier d’un nombre de côtés égal à 3 

X2" , n étant un nombre entier qui peut être nul ou égal à 
l’unité. 


PROBLKMR V. 

Imcrire, dans un cercle donné, un décagône régu- 
lier, puis un pentagone, ensuile un pentédécagône . 
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r Supposons le problème résolu , 
et soit AB un côté du décagônc. L’an- 
gle AO B est le dixième de 4. angles 

droits (th. 3, cor. 2) ou les d’un 

5 

angle droit; donc la somme des autres 
angles A et B du triangle A O B est égale 

à ^ 2 — ou à d’angle droit ; or ces deux angles sont 

(''gaux, puisque le rayon O A = OB ; donc chacun d’eux est 

les — d’un droit ou le double de l’angle AOB. Cela étant, 
5 



divisons l’angle B AO en deux parties égales par la droite 
AC qui rencontre OB en C : l'angle CAO = A OC et, 
par suite, OC = AC ; de plus , l’angle A C B , extérieur au 
triangle A OC, est (*gal à la somme des deux angles CAO , 
AOC, ou au double de l’angle AOtÿouenfin à l’angle ABC; 
donc AB = A C = OC ; mais, la droite AC étant bissectrice 
de l’angle B AO, on a AO : AB: ; OC: BC (liv. iv, 14) ou 
O B : OC ; : OC : BC ; donc le rayon O B est divisé au point C 
en moyenne et extrême parties , et le côté A B du décagône 
est égal au plus grand segment OC. 

Ainsi, pour inscrire un décagône régulier dans un cercle 
donné, on inscrira dix droites consécutives AB, BD, DE. . 
AL, égales au plus grand segment du rayon divisé en 
moyenne et extrême parties (liv. iv, prob. V). 

2” La circonférence étant ainsi divisée en dix parties éga- 
les, si l'on joint le premier point A de division au troisième 
D, le troisième au cinquième, etc,, on formera le pentagône 
régulier inscrit AD F HK (th. 1). 

3° La corde A M étant égale au rayon, l’arc AM est la 
sixième partie de la circonférence (prob. 3); d’ailleurs AB 
en est la dixième partie , donc la longueur de l’arc BM est 

^ 0 Up,par rapport à la circonférence; donc la 

corde BM est le côté du pentédécag(^ne n-gulier inscrit. 


V'fi ïô 
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Kemarql'e 1. L’arc DM = AD — AM; donc sa longueur 
5 ~6~ double de DM. 

Kemarque 2. En général, on peut inscrire ou circonscrire, 
à un cercle donné , un polygône régulier d’un nombre de 

côfés égal à 5 X 2" ou à 3 X 5 X 2", n é/anf un nombre en- 
tier qui peut être nul ou égal à l’unité. 


PROBLÈME VI. 

Étant donnés les périmètres p et P de deux polygones 
réguliers semblables, l'un inscrit et l’autre circonscrit , 
trouver les périmètres p' et P' des polygones réguliers 
inscrit et circonscrit d'un nombre double de côtés. 

Soient AB et CD les côtés des poly- 
gônes P et P (th.5, cor. 1). Joignons 
le point A au point de contact M, et 
menons les tangentes A E, B F, jusqu’à 
la rencontre de CD aux points E et F : 
la corde AM et la droite EF seront les 
côtés des polygônes p' et P' (tli. 1 et 2, cor. 1); le rayon 
OM sera perpendiculaire sur le milieu de AB au point K 
(liv. lit, 8, cor. 2); la droite OE divisera l’angle AOM en 
deux parties égales (liv. iii, 19, rem.) et sera perpendicu- 
laire sur le milieu de AM au point I (liv. ii, 12. cor. 2). 

Cela étant, si l’on désigne par n le nombre des côtés des 
polygônes P et P, on aura (i) /> = AB x w — .\K x 2w , 
(») P = C 1) X « = C M X 2 n , (5) // = A M X 2 = M 1 X ’m, 
(♦)F = EFx2n = EMxVn. 

Les relations (a) et (a) donnent 2P : P' : : C.M : EM; mais , 
la droite OE étant bissectrice de l’angle COM, on a EC: 
EM : : OC, : O .M (liv. iv, 1 V) ou : : P : p (tli. 8) : on en dé- 

H 


E M p T) 
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duit (EC+ EM) ou CM : EM:: ^+p:p; or ona déjà CM : 
E M : : 2 P : P', donc (P +p) : :: 2 P : P' = Cela étant , 

r+p 

les relations (*) et (s) donnent P' :p' : : EM : MI ; mais, dans 
les triangles rectangles EM 1, A MK, les angles EM I, M AK 
sont égaux comme alternes-internes; donc ces triangles sont 
semblables (liv. iv, k] et l’on a EM : M I : : A M : A K ou ; : 
p' ; p; donc, à cause du rapport commun EM ; MI, on aura 
P' :p'::p' : p, d’où l’on tire p' = \/P'p. 

PROBLKMK VII. 


Trouver une valeur approchée du rapport de la cir- 
conférence au diamètre. 


Prenons le diamètre du cercle pour unité linéaire , appe- 
lons TC la longueur de la circonférence (liv. v, déf. 1) on le 
rapport de la circonférence au diamètre, et supposons, par 
exemple, qu’il s’agisse de trouver la valeur de tc, approchée 
par défaut, à moins d’un dixième. 

Le diamètre étant pris pour unité , le contour de l’Iiexa- 
gône régulier inscrit a pour mesure le nombre3(prob.3), et 
celui de l’hexagône régulier circonscrit, le nombre - îV^ 3 
x6(prob. 4, rem.l et 2) ou 2 1/3. Cela étant, si, dans Içsfor- 

mules P' = p' = O" P = 2 y'3,p=3, on 

trouvera, pour les nombres qui mesurent les contours des 

dodécagônes réguliers circonscrit et inscrit , P' = 




361/3 
21/3 + 3' 


Substituant dans les mêmes formules , 


à la place de P et p, les valeurs trouvées pour P' et ;/, on 
obtiendra les nombres qui mesurent les contours des poly- 
gones réguliers circonscrit et inscrit de 24 cOfés, et ainsi de 
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suite; mais, lorsque le nombre des oHés de deux polygônes 
semblables augmente ainsi par duplication, la différence de 
leurs périmètres diminue et l’on peut pousser le calcul assez 
loin pour que cette différence soit moindre qu’une quantité 
donnée aussi petite qu’on voudra (th. 9); d’ailleurs, la lon- 
gueur de la circonférence, ou le nombre ti, est constam- 
ment comprise entre Pet;), entre P' Q\,p', etc. (th. 10 et 11); 
donc si l’on continue les opérations jusqu’à ce que l’on trouve 
deux polygônes dont les périmètres, exprimés en décimales, 
aient le même chiffre des dixièmes, et qu’on néglige toutes 
les décimales ultérieures, on aura la valeur de ir, approchée 
par défaut, à moins d’un dixième. 

On obtiendra , par le même procédé , la valeur de tt 
approchée par défaut, à moins d’un centième, à moins d’un 
millième et, en général, à moins d'une unité décimale aussi 
petite qu’on voudra. 

UE.MARQLE 1. Arcliimède a prouvé que le rapport de la 
circonférence au diamètre est compris entre 3^ etS-îrOU 

22 

entre 3 -Ht et 3^^; donc 3 ou -y-, est la valeur de tc, 
approchée par excès, à moins de 

Adrien Metius a trouvé la valeur plus approchée — 

ilo 

RE.MARQUE 2. La valeur de tt, approchée par défaut, à 
V moins d’un dix-billionième , est 3,1115926535. tien résulte 
22 

que — est une valeur de ir, approchée par excès, à moins 

7^ n'^ valeur de r, approchée par ex- 

cès, à moins d'un millionième. 
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LIVRE I. 

LE PLAN. 

DÉFINITIONS. 

1. L’ouverture de deux plans qui se rencontrent s’appelle 
angle dièdre. 

2. Ces plans sont les /ace.v de l’angle dièdre.' 

3. V arête d’un angle dièdre est la droite suivant laquelle 
les faces se rencontrent. 

Ke.varqi>e. L’angle dièdre se désigne par les lettres AB 
de l’arête ou par les quatre lettres MABN 
de ses faces , en mettant celles de l’arëte au 
milieu. 

4. L’angle correspondant à un angle dièdre 
^ est l’angle plan formé par les perpendiculaires 
menées en un même point de l’arête dans 
chacune des faces. 

5. Deux angles dièdres coïncident, quand ils ont la même 
arête et que leurs faces coïncident. 

6. Deux angles dièdres susceptibles de coïncider sont 
égaux. 

7. Deux angles dièdres sont adjacents, lorsque, ayant la 
même arête et une face commune, ils sont extérieurs l’un à 
l’autre. 

8. Deux angles dièdres sont opposés à C arête, quand clia- 
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cun d’eux est formé par les prolongements des faces de 
l'autre. 

9. Un plan est perpendiculaire à un autre, quand le pre- 
mier fait avec le second , et d’un même côté de celui-ci , 
deux angles égaux entre eux. 

10. Un plan est oblique sur un autre, quand le premier 
fait avec le second, et d’un môme’ côté de celui-ci, deux an- 
gles inégaux. 

11. On nomme angle dièdre droit chacun des deux angles 
adjacents, égaux entre eux, que forment deux plans dont 
l’un est perpendiculaire à l’autre. 

12. Tout angle dièdre, plus petit qu’un angle dièdre 
droit, est un angle aigu. 

13. Tout angle dièdre, plus grand qu’un angle dièdre 

droit , est un angle obtus. * 

14. Deux angles dièdres sont complémentaires, supplé- 
mentaires , alternes-inlernes , correspondants ou alternes- 
externes, dans les mêmes cas que deux angles plans (g. pl. 
liv. 1 , déf. 14, 15 et 16 ). 

15. Une ligne droite et un plan sont perpendiculaires , 
l’un à l’autre, lorsque la droite est perpendiculaire à toutes 
celles qui passent par son pied dans le plan. 

16. Une ligne droite et un plan sont obliques , l’un à 
l’autre , lorsque la droite n’est pas perpendiculaire à toutes 
celles qui passent par son pied dans le plan. 

17. L'angle d’une ligne droite et d’un plan est le plus 
petit des angles que fait cette droite avec celles qui passent 
par son pied dans le plan. 

18. Deux plans, ou une droite et un plan, qui ne se ren- 
contrent pas, sont parallèles. 


XHKORI’JME PREMIER. 

Deux plam diff'érents yiN, PQ, qui ont un point 
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commun A, se coupent mutuellement suivant une droite 
qui passe par ce point. 



^ ; 


M 

\ 

\ _J 

'i' 

A'-, 



1 


U 



Au point A, menons, dans le plan MN, 
deux droites AB, AC, d’un même côté 
du plan PQ; et joignons un point C de 
AC à un point l) du prolongement de 
AB, situé de l’autre côté de PQ par rap- 
port au point C (ax.7). droite CD 
sera tout entière dans le plan MN (princ. déf. 13) et ren- 
contrera PQ en un point*E ( ax. 9 ) ; donc la droite A E est 
tout entière dans chacun des deux plans ; donc ils se cou- 
pent mutuellement suivant celte droite. 

De plus, la ligne AE contient tous les points communs 
aux deux plans ; car s’ils avaient un point commun situé 
hors de cette droite, ils coïncideraient dans toute leur éten- 
due et ne formeraient qu’un seul plan (princ. th. 2, rem.), 
ce qui est contre la supposition. 


TUÉOHÊME II. 

Toute droite .4D menée par un' point A pris dans 
un plan MN, parallélemenl à une droite BC tracée 
dans le plan, est située tout entière dans ce même plan. 

Il, Car le plan MN et celui des deux pa- 

\ "" J \ rallèles .\U, BC, ayant la droite BC 
\b — commune et le point commun A, situé 

hors de cette droite, ne forment qu’un 
seul et même plan (princ. Ih. 2, rem.) ; donc AD est tout 
entière dans le plan MN. 

CoRoi.LAiRE. Par un point A, pris hors d’une droite BC, 
on ne peut mener qu’une seule parallèle à cette droite. Car 
supposons qu’on puisse en mener deux, l’une A D et l’autre 
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AK. En vertu de ce qui précède, le plan MN des deux pa- 
rallèles A D, BC contiendrait A K tout entière ; donc par un 
même point A, et dans un même plan , on pourrait mener 
deux parallèles à une môme droite BC, ce qui est impossible. 


THÉORÈME 111. 

Lorsffue deux plans AC, MN.çe coupent, toute droite 
AD, menc'e dans l’un des plans jmrallèlenient à leur in- 
tersection BC, est parallèle à l’autre; et réciprocpie- 
ment , toute droite AD, menée dans l’un des plans pa- 
rallèlement à l’autre, est parallèle à leur intersection. 

A, 1° Car, si la droite A D, située tout 

I / entière dans le plan AC, rencontrait 

“■ le plan MN, ce serait en un point de 

'b ' \. l’intersection BC, ce qui est impos- 

^ sible , puisqu’on suppose A I) parallèle 
à B C ; donc A D ne peut rencontrer le plan M N ; donc 
elle est parallèle à ce plan. 

2" Car si les deux*droites AD, BC, qui sont situées dans 
un même plan AC, n’étaient pas parallèles, elles se rencon- 
treraient, et, par suite , AD rencontrerait le plan MN, ce 
qui est impossible, puisqu’on la suppose parallèle à ce plan ; 
donc A D est parallèle à B C. 

CoiioLLAiRF. 1. f.orscpte, suivant une droite A D, parallèle 
à un plan MN, on conduit «« plan ABCD qui coupe le 
premier, f intersection. BC est parallèle à la droite proposée. 

Corollaire 2. Lorsqu’une droite AD est parallèle à un 
plan MN, si, par un point h du plan, on mène une parallèle 
à la droite , cette parallèle sera située tout entière dans le 
plan. Car, supposons qu’elle prenne une direction B K hors 
du plan MN, le plan des deux droites AD, BK couperait 
le plan MN suivant une droite BC différente de BK et paral- 
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lèle à A D (cor. 1 ) ; donc on pourrait mener par un même 
point K deux parallèles à une même droite AD, ce qui est 
impossible. 

Corollaire 3. Lorsqu'une droite AB rencontre un plan 
M N , toute droite CH, parallèle à la première, rencontre ce 
plan. Car, si CD était parallèle au plan MN, la droite A R 
serait située tout entière dans ce pian (cor. 2), ce qui est 
contre la supposition. 

• Corollaire 4. Toute droite, parallèle à deux plans qui se 
coupent, est parallèle à leur intersection. Car si, par un point 
de l’intersection , on mène un * parallèle à la droite propo- 
sée, cette parallèle sera située tout entière dans diacun des 
deux plans (cor. 2), et, par suite, se confondra avec leur in- 
tersection. 


THÉORÈME IV. 

Les intersections AB, CD rfe ‘deux plans pumlTeles 
MN, PQ, coupés par un troisième RS, sont parallèles. 

Car, si les droites AB, CD, situées dans un même plan 
RS, n'étaient pas parallèles, elles se rencontreraient; donc 
les deux plans MN, PQ se rencontreraient aussi, ce qui est 
contre la supposition. 

Corollaire 1. Lorsque deux plans M'S, PQ sont paral- 
lèles , si, pur un point A de [un on mène 
une parallèle à [autre , elle sera située tout 
entière dans te premier plan. Car, suppo- 
sons que cette parallèle prenne une direc- 
tion A K hors du plan M N ; et menons, par 
la droite A K, un plan US qui coupe MN 
suivant AB et PQ suivant CD : les inter- 
sections A B, C D seraient parallèles, ainsi 
que les deux lignes AK, CD (3, cor. 1 ); 



Digitized by Google 



»70 


UÉOMÉTIIIE DE L’ESI’ACE.. 


donc, par un même point A, on pourrait mener deux paral- 
lèles à une même droite CD, ce qui est impossible. 

CoKOLLAiKE 2. Loisque deux plans sont parallèles, tonte 
droite, qui rencontre l'un d'eux, reneonire aussi l’autre. Car 
si cette droite était parallèle au second plan, elle serait tout 
entière dans le premier ( cor. 1 ), ce qui est contre la suppo- 
sition. 


TMÉORÉ.UI!: V. 

])cu.v droites AB, CD, paruUeles à une troisième 
EF, sont paruU'eles entre elles. 

A E Par la droite AB et un point C de la droite 

C I), menons un plan B.AC qui coupe celui des 
^ deux parallèles AB, EF suivant AB. La droite 
g J, EF, parallèle à l’intersection AB, est aussi pa- 
rallèle au plan BAC (3); donc la droite CD, 
menée par le point C panillèlement à EF, est 
tout entière dans ce plan (3, cor. 2) ; donc les deux droites 
AB, CD sont dans un même plan ; de plus, elles ne peu- 
vent se rencontrer ; car si cela avait lieu, elles seraient me- 
nées d'un même point parallèlement à une même droite 
EF, ce qui est impossible (2, cor.) ; donc elles sont pa- 
rallèles. 


TUÉOKÈME VI. 

Ijorsque deux aiu/les BAC, DEF, non situés dans 
le même plan, ont les côtés parallèles chacun à cha- 
cun: 1° leurs plans sont parallèles; 2“ les deu.r an- 
gles sont égaux ou supplémentaires. 
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1“ La droite A B, parallèle à E D, est paral- 
lèle au plan DEF (3) ; la droite AC , parallèle à 
EF, est aussi parallèle à ce plan; donc, si le 
plan BAC rencontrait le plan DEF, les deux 
droites AB, AC seraient parallèles à l’inter- 
section (3, cor. 1 ) , ce qui est impossible; donc 
ces deux plans sont parallèles. 

2" Prenons AB = ED, AC = EF, et menons BC, DF, 
AE, BD, CF. 

Puisque .\B est égale et parallèle à ED, BD est égale 
et parallèle à AE ( g. pl. liv. ii , 18) ; parla même raison, 
CF est égale et parallèle à AE; donc BD est égale et 
parallèle à C F (5) et, par suite, BC = DF; donc les triangles 
ABC, DEF ont les trois côtés égaux chacun à chacun; 
donc l’angle BAC = DEF. 

Remabqi e, L’égalité des deux angles aurait encore lieu, 
s’ils avaient leurs côtés parallèles dirigés en sens contraire ; 
mais, si deux côtés parallèles étaient dirigés dans le môme 
sens et les deux autres en sens contraire, les angles propo- 
sés seraient supplémentaires. 


THÉORÈME VII. 

Par un point .4 , pris fiors d’un plan MN , on peut 
mener un plan parallèle au premier, mais on nen peut 
mener (pi un seul. 


1° Par un point B du plan .VIN, traçons, dans ce plan, 
deux droites BC, BD; menons A E paral- 
lèle à BC et AF parallèle à BD : le plan 
PQdes deux droites AE, AF est le plan 
demandé. En effet, les deux angles C BD, 
EAF ont les côtés parallèles, chacun à cha- 
cun ; donc leurs plans sont parallèles [6j. 
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2® Car, supposons qu’on puisse faire passer, par le point 
A, deux plans BP, CQ parallèles à MN; 
si l’on conçoit un plan qui coupe les plans 
MN, BP, CQ suivant les droites DE, AF, 
AG, les deux droites AF, DE seraient pa- 
rallèles, comme intersections de deux plans 
parallèles coupés par un troisième (4^) ; par 
la môme raison , AG serait parallèle à DE; donc il y aurait 
deux droites menées d’un môme point A parallèlement à 
DE, ce qui est impossible. 

Corollaire 1 . Lorsque deux plans sont parallèles, tout 
plan qui rencontre l'un d’eux rencontre l’autre. 

Corollaire 2. Deux plans parallèles à un troisième sont 
parallèles entre eux. Car, s’ils se rencontraient, on pourrait 
mener, par un même point de leur intersection, deux plans 
parallèles à un troisième. 


THÉORÈME Vin. 

Par un point O, pris sur une droite .AB, 1 “ on peut 
mener un plan perpendiculaire à celle droite ; 2“ on 
nen peut mener qu’un seul. 


1° Menons deux plans par la droite 
AB, et, dans ces plans, élevons sur AB 
les perpendiculaires OC, OD; le plan 
MN conduit suivant OC etOD sera per- 
pendiculaire à la droite AB. 

Il s’agit de prouver que toute autre 
droite OE, menée par le point O, dans le plan MN, est per- 
pendiculaire sur AB (déf. 15). Pour cela, menons la droite 
Cl) qui rencontre les trois lignes OC, 01) , OE aux points 
C, D, E; prenons, de part et d’autre du point 0, dans la 
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direction AB, deux qunntit s OA, O B égales entre elles, et 
menons AC, AI), AE, BC, BD, BE. Les deux droites OC , 
OD étant perpendiculaires au milieu de AB, on aCA = CB 
et ÜA = DB; donc les triangles A CI), BCD ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun , et, par suite, l’angle ACD 
= BCI); donc les triangles ACE, BCE ont un angle égal 
compris entre côtés égaux chacun à chacun; donc AE=BE; 
donc, dans le triangle isoscèle E A B, la droite EO, menée du 
sommet au milieu de la base A B, est perpendiculaire à cette 
base. 

2” Car, supposons qu’on puisse mener 
par le point O deux plans CDM, CDN 
perpendiculaires sur AB. Si l’on con- 
duit, par la ligne AB, un plan qui coupe 
les deux premiers suivant des droites 
OE, O F différentes de C D, les deux 
plans CD M, C I) N étant perpendiculaires sur A B, les lignes 
OE, OF seraient toutes deux perpendiculaires à AB; donc 
par un môme point O, et dans un môme plan, on pourrait 
mener deux perpendiculaires OE, OF à une même droite 
AB, ce qui est impossible. 

Corollaire 1. Toute droite, perpendiculaire à deux au- 
tres droites qui passent pur sou pied duus un plan, est per- 
pendiculaire à ce 2>lan. 

Corollaire 2. Si, par le pied d’une perpendiculaire A B à 
un plan MN , on mène une perpendieulaire à cette, droite , 
elle sera située, tout entière dans le plan. 

^ Car, supposons que cette perpendiculaire 

prenne une direction O K hors du plan MN; 
et menons, par les deux droites AB, OK, 
un plan qui coupe M N suivant OC. La droite 
AB, perpendiculaire au plan MN, serait 
perpendiculaire à OC qui passe par son pied dans le plan; 
donc, au même point O, et dans un même plan, on pourrait 
élever deux perpendiculaires O K, OC à la droite AB, ce 
qui est impossible. 
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THEOREME IX. 


Par un point 0, pris hors d’une droite AB, 1° on 
peut mener un plan perpendicnldvrc à eette droite; 
2° on n'en peut mener qu’un seul. 

M 0 Bu point O, abaissons la pcrpendicu- 

laire OC sur AB ; et, ou point 0, menons 
/ . / le plan MN perpendiculaire à AB (8). Ce 

B plan contiendra la droite OC (8, cor. 2), 

/ / et sera le plan demandé. 

J 2“ Car, si l’on pouvait mener par le 

^ point O deux plans MN, MP perpendi- 
culaires sur AB aux points C et I), les droites OC, OD se- 
raient deux perpendiculaires abaissées d'un môme point O 
sur la droite A B, ce qui est impossible. 

CoROLLAiiiE 1. Deux plans perpendiculaires à une même 
droite sont parallèles. Car, s’ils se rencontraient , on pour- 
rait mener, par un même point de leur intersection , deux 
plans perpendiculaires à cette droite, ce qui est impossible. 
Corollaire 2. Vn plan MN et une droite AB, perpendi- 
A enlaircs ù une même droite CD en des 
points différents E et F, sont parallèles. 

Car le plan , mené au point F perpendi- 

® culairement à C D (8) , contiendra la 
B droite A B (8, cor. 2) et sera parallèle au 
plan MN (cor. 1). 


THEOREME X. 


Par un point A, situé daijs un plan MN , 1” on peut 
mener une perpendiculaire à ce plan ; 2° on n’en peut 
menei' qu'une. 
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yi r Par le point A, menons la droite 

/p dans le plan MN, et le plan PQ 

M Y._.e perpendiculaire à BC; la droite AF, 

/ 7 / •nenée dans le plan PQ perpendicu- 

/« /r\ c/ lairenicnt à l’intersection DE des deux 

® ya plans, est perpendiculaire an plan 
/ MN. En effet, puisque le plan PQ est 

1/ perpendiculaire à BC, la droite AF, 

menée par le pied de BC dans ce plan, est perpendiculaire 
à BC ; d ailleurs A F est , par construction, perpendiculaire 
à DE ; donc elle est perpendiculaire au plan M N (8, cor. 1). 
2» Soit la droite AB |»erpendiculaire au pian MN; je dis 
que toute autre droite AC, qui ren- 
“ y contre le planMN, est oblique à ce 

jf / plan. En effet, le plan BAC coupe le 

suivant une droite AD (1', 
/ la droite AB, perpendiculaire au 

plan M N, est perpendiculaire sur A D; 
donc AC est oblique sur .AD (jj. pl. 
liv. I, 1) et, par suite, au plan M N. 


TUKOHÉME XI. 

Lorsqu’une droite AB est perpendiculaire à un plan 
MN , toute autre droite CD, paralltde à la première, est 
perpendiculaire au même plan. 

c| t’ar les points B et D, où les droi- 

tes A B, CD rencontrent le plan MN 
(3, cor. 3), menons, dans ce plan , 
deux droites quelconques BE , DF, 
parallèles et dirigées dans le même 
sens. Les angles A B E , CD F, ayant 
les côtés parallèles, chacun à chacun, et diiigés dans le 
môme sens, sont égaux entre eux (6) ; mais l’angle ABE est 
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ne 

droit, puisque A B est perpendiculaire au plan M N , donc 
CDF est aussi un angle droit; donc CI) est perpendiculaire 
à une droite quelconque DF, menée par son pied dans le 
plan MN ; donc elle est perpendiculaire à ce plan. 

THÉORÈME XII. 


Par un point A, situé hors d’un plan MN, 1“om 
peut mener une perpendiculaire à ce plan ; 2° on nen 
peut mener (/inine. 

l"Par un point B, pris dans le plan 
MN, menons BC perpendiculaire à 
ce plan (10); la droite AD, parallèle à 
BC, est perpendiculaire au plan MN 
( 11 ). 

2" AD étant perpendiculaire au 
plan M N, je dis que toute autre droite 
.\E, qui rencontre le plan MN , est oblique à ce plan. En 
efifet, le plan DAE coupe le plan MN suivant une droite 
DE, et la droite AD, perpendiculaire au plan MN, est per- 
pendiculaire à DE; donc AEest oblique à DE (g. pl. liv. i, 
11) et, par suite, au plan M N. 



TIIÉORÈ.ME XIII. 


Deux droites AB , CD, perpendiculaires a un même 
plan MN, sont porallrles. 



Car si, par un point de CD, on mèiîe une 
parallèle à AB, cette parallèle sera perpen- 
diculaire au plan MN (11) et, par suite, 
se cout'ondra avec C 1) ( 10 et 12) ; donc C l) 
est parallèle à .\ B. 
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THÉORÈME XIV. 

Lorsque, du pied d’une perpendiculaire AV à un 
plan MN, on abaisse une perpendiculaire PD sur une 
droite BC, située dans ce plan, et qu’on joint le pied 
de cette perpendiculaire à un point A de la perpendicu- 
laire au plan, la droite AD, qui en résulte, est per- 
pendiculaire à la droite B C, située dans ce plan. 

La droite AP étant perpendiculaire au 
plan MN, la droite DE, parallèle à AP, est 
perpendiculaire à ce plan (11) et, par suite, 
à la droite BC; donc BC est perpendicu- 
laire aux deux droites DP, DE, menées par 
son pied dans le plan A PDE, donc elle est 
perpendiculaire à ce pian et, par suite, à la droite A D. 



THÉORÈME XV. 

Lorsque deux plans MN , PQ sont parallèles , toute 
droite AB, perpendiculaire au premier, est perpen- 
diculaire à l’autre. 


Par le point B, où la droite AB rencontre 
le plan PQ (4, cor. *2), traçons, dans ce plan, 
une droite quelconque BC, puis menons le 
plan ABC qui coupe MN suivant A I) paral- 
lèle àBC(i). La droite AB, perpendiculaire 
à MN, est perpendiculaire sur AD et, par 
suite, sur BC; or, BC est une droite quelconque menée 
par le pied de AB dans le pian PQ, donc A B est perpendi- 
culaire (i ce plan. 
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• THÉORÈME XVI. 

A des angles dièdres égaux AB, CD correspondent 
des angles plans MBN, entre eux; et réci- 

proipiement. 

Prouvons d’abord que l’angle plan 
MBN, correspondant à un angle 
dièdre AB (déf. 4), est le môme, 
quel que soit son sommet sur l’a- 
réte AB, c’est-à-dire que, si, par un 
autre point O de l’arête , on mène 
OE dans la face AM et OF dans la face AN , perpendicu- 
laires sur AB, on aura l’angle EOF = MBN. 

En effet, les deux droites O E, BM, perpendiculaires à une 
même droite AB, dans un môme plan ABM, sont parallèles; 
par la môme raison , la droite OF est parallèle à BN; donc 
l’angle EOF = MBN (6). 

1° Cela étant, faisons coïncider les deux angles AB, CD, 
et supposons que l’angle MBN , correspondant au premier, 
prenne la position mbn relative au second. En vertu dé 
ce qui précède, l’angle mbn = PDQ; donc MBN = PDQ. 

2" Réciproquement, lorsque les angles plans MBN, PDQ, 
correspondants à deux angles dièdres AB, CD, sont égaux, 
les angles dièdres sont aussi égaux entre eux. 

En effet, la droite AB, perpendiculaire aux deux droites 
BM, BN, menées par son pied dans le plan M BN , est per- 
pendiculaire à ce plan; par la môme raison, la droite CD est 
perpendiculaire au plan PDQ. Cela étant, si l’on place la 
première figure sur la seconde , de manière que Tangle 
MBN coïncide avec PDQ, la droite 1$A prendra la direction 
DC (10); donc la face ABM coïncidera avec la face CDP 
(princ. 3) , la face ABN avec la faceCDQ, et l’angle dièdre 
AB avec l’angle dièdre CD; donc ces angles dièdres sont 
égaux. 
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THÉORÈME XVII. 


A un plus gi’and angle diedre correspond un plus 
grand angle plan; et réciproquement. 


M 


\j 




N 


1“ Soit l’angle dièdre MABN> 
PCDQ; l’angle plan MBN, corres- 
pondant au premier, sera plus grand 
que l’angle plan PDQ correspondant 
au second. 

En effet, concevons, dans l’angle 
dièdre MABN, un angle MABS = 
PCDQ; le plan de la face ABS cou- 
pera celui de l’angle MBN suivant une droite BS perpendi- 
culaire à AB, et on aura MBS = PDQ (16); or MBN> 
MBS, doncMBN>PDQ. 

2“ Soit l’angle plan MBN>PDQ; l’angle dièdre MABN 
sera plus grand que PCDQ. 

Car, si l’on conçoit, dans l’angle MBN, un angle MBS 
=PDQ, etqu’on mène un plan par les deux droilesAB, BS, 
on aura l’angle dièdre MABS = PCDQ (16); or MABN 
> MABS, donc MABN > PCDQ. 


THÉORÈME XVIII. 

Lorsqu’une droite AP est perpendiculaire à un plan 
MN, tout plan ABC, conduit suivant cette droite, est 
perpendiculaire au même plan. 

Par le point P, menons, dans le plan MN, 
la droite DE perpendiculaire à l’inlersection 
BC. La droite A P, perpendiculaire à MN, 
est perpendiculaire à chacune des deux 
droites BC, DE qui passent par son pied 
dans le plan ; donc l’angle plan APD= APE; 
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donc les angles dièdres ABCN, A BCM, correspondants à 
ces angles, sont égaux entre eux (16) ou, autrement, le 
plan ABC est perpendiculaire au plan MN (déf. 9). 

Corollaire 1. Lorsque trois droites PA, PB, PD, qui se 
rencontrent en un même point , sont perpendiculaires entre 
elles, chacune (Telles est perpendiculaire au plan des deux 
autres, et les trois plans A P B, A PD, B PD, menés par ces 
droites , sont perpendiculaires entre eux. 

Corollaire 2. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à 
un plan, tout plan parallèle à cette droite est perpendiculaire 
au premier; car si, par un point du second plan, on mène 
une parallèle à la droite proposée, cette parallèle sera située 
tout entière dans ce plan (3, cor. 2) et, de plus, perpendi- 
culaire au premier (11). 

THÉORÈME XIX. 

Lorsqu’ un plan ABC est perpendiculaire à un autre 
plan MN, toute droite AP, tracée dans le premier per- 
pendiculairement à l’intersection BC, est perpendicu- 
laire au second. 

Par le point P, menons, dans le plan MN, 
la droite DE perpendiculaire à BC. Les an- 
gles dièdres ABCM, ABCN étant égaux par 
hypothèse, les angles plans APE, A PD, qui 
leur correspondent, sont aussi égaux entre 
eux (16) ; donc la droite AP est perpendicu- 
laire aux deux droites BC, DE menées par son pied dans le 
plan MN ; donc elle est perpendiculaire à ce plan. 

Corollaire 1. L’angle plan APD, correspondant à un 
angle dièdre droit ABCN, est un angle droit; or tous les 
angles plans droits sont égaux entre eux (g. pl. liv. 1, 2) , 
donc tous les angles dièdres droits sont égaux entre eux (16). 

CoRULLAiRc 2. On a prouvé qu’à un plus grand angle 
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dièdre correspond un plus grand angle plan (17) ; donc selon 
qu'un angle dièdre est aigu ou obtus, [angle plan qui lui 
correspond est aigu ou obtus. 

Corollaire 3. La ligne DE, perpendiculaire aux deux 
droites AP, BC, est perpendiculaire au plan ABC (8, cor. 1); 
donc le plan MN, conduit suivant DE, est aussi perpendi- 
culaire au plan ABC (18); donc lorsqu'un plan est perpen- 
diculaire à un autre, réciproquement, celui-ci est perpendi- 
culaire au premier. 


THÉORÈME XX. 


Lorsque deux plans MN, PQ sont perpendiculaires 
entre eux, et que, par un point A pris sur l’un d’eux, 
on mène une perpendiculaire à l’autre, cette droite est 
située tout entière dans le premier plan. 


Car, supposons que la per- 
pendiculaire , menée par le 
point A du pian MN au plan 
PQ, prenne une direction AK 
hors du plan MN ; si l’on mène, 
dans ce plan, la droite AB per- 
pendiculaire à l’intersection CN, 
cette droite sera perpendicu- 
laire à PQ (19); donc, par un même point A, on pourrait 
mener deux perpendiculaires AK, .\Bà un même plan PQ, 
ce qui est impossible (10 et 12). 

Corollaire. Lorsque deux plans V et Q sont parallèles , 
tout plan R, perpendiculaire au premier , est perpendicu- 
laire à [autre. Car si, par un point du plan R, on mène une 
perpendiculaire au plan P, elle sera tout entière dans le 
plan R et, de plus, perpendiculaire au plan Q (15) ; doue le 
plan K, conduit suivant cette droite, est perpendiculaire au 
plan Q (18). 
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THÉORÈME XXI. 

Tout plan MN perpendiculaire à deux plans PQ, 
RS, qui se rencontrent , est perpendiculaire à leur in- 
tersection AB. 

Car si , par un point de AB , on mène 
une perpendiculaire au plan MN, elle 
sera située tout entière dans chacun des 
deux plans PQ, RS (20) ; donc elle coïn- 
cidera avec leur intersection; donc AB 
est perpendiculaire au plan MN. 



THÉORÈME XXII. 


Par une droite AB, non perpendiculaire à un plan 
MN, on peut mener un plan perpendiculaire au pre- 
mier, mais on nen peut mener qu’un seul. 


1° Par un point A de AB, menons une 
perpendiculaire A P au plan MN : le plan 
ABP , conduit suivant les deux droites 
AB, AP, seraperpendi culaire au plan MN 
(18). 

2° Car s’il était possible de mener, par 
la droite AB, deux plans ABP, A BQ perpendiculaires à 
MN, leur intersection AB serait perpendiculaire à ce plan 
(21) , ce qui est contre la supposition. 



THÉORÈME XXIII. 

Lorsque deux droites parallèles AB, CD ne. sont pas 
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perpendiculaires o un plan MN, et que l'on conduit, 
suivant chacune de ces droites, un plan perpendiculaire^ 
au premier, ces deux plans sont parallèles . , 

Par les points A et C, pris comme 
on voudra sur les droites AB, CD, me- 
nons les perpendiculaires AE, CF au 
plan MN. Les plans BAE, DGF sont 
perpendiculaires au plan M N ; de 
plus, les droites AE, CF sont paral- 
lèles (13); donc les angles BAE, DGF 
ont les côtés parallèles chacun à chacun ; donc leurs plans 
sont parallèles (6). 



THÉORÈME XXIV. 

Tout plan MAU, qui en rencontre un autre PQ, fait 
avec celui-ci deux angles adjacents MABP^ MA BQ 
dont la somme est égale à deux angles droits. 

Suivant la droite AB , 
menons un plan N A B per- 
pendiculaire à PQ (22]. La 
somme des angles MA BP, 
M ABQ se compose des trois 
angles NABQ, NABM, 
M A RP : le premier NABQ 
est droit ; les deux autres , 
pris ensemble, donnent l'an- 
gle droit N A BP ; donc la somme des deux angles MA B P, 
MABQ est égale à deux angles droits. 

CüHULL.xiKE 1. Réciproquement, lorsque deux angles 
adjacents MABP, NA BP sont supplémentaires, les faces 
extrêmes M A B, N A B sont dans un même plan. Car, en sup- 
posant que la face N AB ne soit pas le prolongement de la 
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face MAB, on prouverait, comme dans la démonstration du 
théorème iv ( g. pl. liv. i), que l’angle dièdre NABP a le 
même supplément MABP qu’un autre angle dièdre plus 
petit ou pifis grand que NABP , ce qui est absurde. 

Corollaire 2. Deux angles dièdres MABP, NA BQ, op- 
posés à C arête, sont égaux. Car ils ont le même supplément 
NABP. 


THÉORÈHE XXV. 

Lorsque deux plans parallèles MN, PQ sont coupés 
par un troisième RS ; 1® deux angles quelconques al- 
ternes-internes , correspondants ou altemes-externes 
sont égaux entre eux; 2® la somme de deux angles 
niérieurs d’ un même côté du plan sécant est égale à 
deux angles droits. 

1° Menons un plan perpendiculaire aux intersections pa- 
rallèles AB, CD (11) ; et soient EF, GH, LK les droites sui- 
vant lesquelles ce plan coupe les trois premiers. 

Les intersections EF, GH étant pa- 
rallèles (4-), les angles plans EOK, LIH 
sont égaux comme alternes-internes ; 
donc les angles dièdres alternes-internes 
MAB R, QCDS, qui correspondent à ces 
angles plans , sont aussi égaux entre eux 
(16). On prouverait de même l’égalité de 
deux angles dièdres correspondants ou 
alternes-externes. 

2° La somme des angles dièdres adjacents PCDS, QCDS 
étant égale à deux droits (24.), si l’on remplace QCDS par 
MABR, on aura PCDS + MABR = deux droits. 

Remarque. Les réciproques sont vraies, lorsqu’on sup- 
pose, outre l’égalité des angles dièdres, le parallélisme des 
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intersections AB, CD des deux premiers plans par le troi- 
sième. Car si l’on mène, comme précédemment, un plan 
perpendiculaire à ces deux parallèles, on conclura, par 
exemple , de l’égalité des deux angles alternes-internes 
MABR, QCDS celle des angles plans EOK, LIH (16), 
et, par suite, le parallélisme des droites EF, GH (g. pl. 
liv. I, 8) ; donc alors les deux angles AOF, CIH ont les 
côtés parallèles chacun à chacun; donc leurs plans MN, PQ 
sont parallèles (6). 


THÉORÈME XXVI. 

Deux angles dièdres MABN,PCDQ, dont les faces 
ABM et CDP , ABN et CDQ sont parallèles chacune à 
chacune, ont leurs arêtes parallèles , et sont égaux ou 
supplémentaires. 

1° La face CDP, prolongée si cela 
est nécessaire, rencontre la face ABN 
suivant une droite EF (7, cor. 1) qui 
est parallèle à A B (4) ; par la môme 
raison. CD est parallèle à E F ; donc 
AB et CD sont parallèles entre elles 
(5). 

2* Puisque la face ABM est parallèle à CDP, les angles 
correspondants M AB N, PE F N sont égaux (25); de même, 
puisque la face ABN est parallèle à CDQ, l’angle dièdre 
PCDQ = PEFN; doncMABN = PCDQ. 

Remarque. L’égalité des deux angles aurait encore lieu , 
s’ils avaient leurs faces parallèles dirigées en sens contraire ; 
mais si deux faces parallèles étaient dirigées dans le même 
sens, et les deux autres en sens contraire, les angles pro- 
posés seraient supplémentaires. 
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THÉORÈME XXVII. 


IjOrsque par un point O , situé comme on voudra , on 
niène des perpendiculaires OC, OD aux faces (T un an- 
gle dièdre MABN, l’angle COD de ces perpendicur- 
laires et l’angle plan correspondant à l’angle dièdre 
sont égaux ou supplémentaires. 




b'^ 



0 



Le plan COD, conduit suivant les perpendiculaifes OC, 
OD, est perpendiculaire aux deux plans ÂBM, 
ABN et, par suite, à leur intersection AB, 
qu’il rencontre en un point E; donc CED est 
l’angle plan correspondant à l’angle dièdre 
MABN (déf. !i.). Mais la droite OC, perpendi- 
" ** cnlaire au plan ABM, est perpendiculaire à 

C E; la droite OD, perpendiculaire au plan ABN, est per- 
pendiculaire à DE; donc les angles COD, CED sont égaux 
ou supplémentaires (g. pl. liv. i, 19). 

Corollaire 1. Lorsque d'un point O , pris dans un angle 
dièrfre MABN, on abaisse une perpendiculaire sur le plan 
de chaque face, t angle COD de ces perpendiculaires' est 
le supplément de l’angle plan CED correspondant à l’angle 
dièdre. Car l’angle COD est formé par les perpendiculaires 
abaissées d’un point O, pris dans l’angle plan CED, sur les 
côtés de cet angle (g. pl. liv. i, 19). 

Corollaire 2. Lorsque , en un point O 
de l’arête d’un angle dièdre \ on élève, 
sur la face AHM, une perpendiculaire 
OC, du même côté du plan ABM que la 
face ABN, et, sur la face ABN, une per- 
pendiculaire O D , du même côté du plan 
ABN que la /ace ABM, l’angle COD e«/ 
le supplément de celui qui correspond à l’angle dièdre. Car, 
OE, O F étant les intersections des faces ABM, ABN par 
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le plan COD, l’angle EOF correspond à l’angle dièdre 
AB ; de plus, la droite OC, perpendiculaire sur OE , est si- 
tuée du même côté de OE que O F, et la droite OD, perpen- 
diculaire sur O F, est située du même côté de O F que OE; 
donc les angles EOF, COD sont suppléqaentaires (g. pl. 
liv. I, 7, 3°). 

Il en serait de même, si les côtés de l’angle COD étaient 
dirigés en sens contraire (g. pl. liv. i, 7, 2o]. 


TBEOHKME XXVIII. 


La distance d\in point A à un plan MN est la per- 
pendiculaire AP, abaissée de ce point sur le plan. 

Menons l’oblique AB au plan MN, et joi- 
gnons le point B an point P. Dans le triangle 
rectangle ABP, la perpendiculaire AP, à 
BP, est plus courte que l’oblique AB (g.pl. 
liv.li, 27) ; donc AP est la distance du point 
A au plan .M N. 

Remarque. Soit BD une autre droite quel- 
conque , - menée par le pied de l’oblique A B dans le plan 
MN. PrenonsBD == BPet menons AD: les triangles ABP, 
A BD ont le côté AB commun , le côté BP = BD et A P < 
AD; donc on a l’angle ABP<ABD; donc .\BP est l'angle 
de l’oblique AB et du plan MN (déf. 17). 



THÉORÈME XXIX. 

Lorsque d’un point A, situé hors d'un plan MN, on 
mène une perpendiculaire AP à ce plan, et différentes 
obliques AB, AC, AD, etc., 1“ deux obliques AB, 
AC, dont les pieds s’écartent également de la perpen- 
diculaire AP, sont égales entre elles; 2° de deux obli- 
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ques AB, AD, celle dont le pied s’écarte le moins de la 
perpendiculaire est la plus courte. 

A 1° On a , par hypothèse , P B = P G ; 

A donc les triangles rectangles AP B, APC 

/ % ont un angle égal compris entre côtés 

r / 1 chacun à chacun , donc AB=AC. 

/ / 2“ Soit P B< PD. Prenons, sur PD, la 

/ J' / ligne PE = PB et menons A E. En vertu 

N de ce qui précède , l’oblique A E = A B ; 
mais, dans le plan APD, on a l’oblique AE<AD; donc 
AB<AD. 

Corollaire. Lorsque deux obliques sont égales, leurs pieds 
s’écartent également de la perpendiculaire KV , et lorsque 
deux obliques sont inégales, le pied de la plus courte s'écarte 
le moins de la perpendiculaire. 


THÉORÈME XXX.. 

Les parallèles AB, CD , comprises entre deux plans 
parallèles MN, PQ, sont égales. 

En effet, les intersections AC, BD des 
plans MN, PQ par le plan A B DG sont pa- 
rallèles; donc la figure ABDC est un 
parallélogramme ; donc AB = CD. 

Réciproquement, deux plans MN, PQ, 
qui comprennent trois droites A B, C D, EF, 
égales, parallèles et non situées dans un même plan, sont 
parallèles. Car, puisque AB est égale et parallèle à CD, les 
côtés opposés AC, B I) sont parallèles (g. pl. liv. ii, 18); par 
une raison semblable, AE est parallèle à BF; donc les an- 
gles CAE, DBF ont les côtés parallèles chacun à chacun; 
donc leurs plans MN, PQ sont parallèles (6). 

Corollaire 1. Deux plans parallèles MN, PQ sont par- 


lé 


Digilized by Googk 



LIVRE I. 


489 


tout également datants. Car les perpendiculaires AB, CD, 
communes à ces plans (15), sont parallèles (13); donc elles 
sont égales comme parallèles comprises entre plans paral- 
lèles. 

Corollaire 2. Tout plan MN , qui a (rois points A , C, £, 
non en ligne droite , situés d'un même côté d'un autre plan 
PQ et à égale distance de ce plan, lui est parallèle. En effet, 
les perpendiculaires AB, CD, EF, abaissées de ces points 
sur le plan PQ, sont trois droites égales , parallèles, et non 
situées dans un même plan ; donc les deux plans MN, PQ 
sont parallèles. 

Remarque. On prouverait de même que deux parallèles, 
comprises entre un plan et une droite parallèles, sont é,gales; 
et qu'une droite parallèle à un plan, a tous ses points égale- 
ment distants de ce plan. 


THÉORÈME XXXI. 


La perpendiculaire OA, menée par le centre d’un 
cercle à son plan MN , est le lieu géométrique des points 
, également distants de tous ceux de la circonférence. 

1° D’un même point A , pris sur la 
droite OA, menons les droites AB, 
AC, AD... à la circonférence. Toutes 
ces obliques ont leurs pieds également 
éloignés de la perpendiculaire O A ; 
donc elles sont égales (29). 

2° D'un point E, pris hors de la ligne 
OA, menons les droites EB,EC, ED, 
à trois points B, C, D de la circonférence; abaissons la per- 
pendiculaire EP sur le plan MN,et menons PB, PC, PD. 
Le point P n’étant pas le centre du cercle , on n’a pas à la 
fois PB = PC = PD (g. pl. liv. III, 2); donc les trois obli- 
ques EB, EC, ED ne sont pas égales entre elles (29). 
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Corollaire 1. Toute droite qui a deux poinU, situés cha- 
cun à égale distance de trois points de la circonférence <f un 
cercle, coincide avec la perpendiculaire, menée par le centre 
du cercle, à son plan. 

Corollaire^. Donc, si l’on prend, dans un plan MN, 
trois points B, C, D également distants d'un point A, donné 
hors du plan, et qu’on joigne le point A au centre O de la 
circonférence qui passe par ces trois points, la droite AO 
sera la perpendiculaire abaissée du point A sur le plan MN 
(cor. 1). 

Corollaire 3. Toute droite A.O, qui fait des angles égaux 
avec trois droites O B , OC, O D menées par son pied dans un 
plan MN, est perpendiculaire à ce plan. Car, si l’on prend 
OB=OC = OD, et qu’on mène A B, A C , A D, les triangles 
AOB, AOC, A 01) auront un angle égal compris entre cô- 
tés égaux chacun à chacun ; donc AB = AC = AD; donc 
AO est perpendiculaire au plan MN (cor. 2). 


THÉORÈME XXXII. 

Le plan MN , perpendiculaire au milieu d’une droite 
AB, est le lieu géométrique des points également dis- 
tants (ks extrémités de cette droite. 

1° Soit le point C, pris dans le plan 
MN. Par ce point et la ligne A B menons 
un pian qui coupe MN suivant OC. La 
droite OC, menée par le pied de AB 
dans le plan MN, est perpendiculaire au 
milieu de AB; donc G A =CB. 

2* Soit le point D, pris hors du plan MN. Le plan, mené 
par ce point et la ligne AB, coupe MN suivant une droite 
OC perpendiculaire au milieu de AB, et le point D est situé 
hors de cette droite; donc on a DB<DA. 

Corollaire. Tout plan , qui a trois points , non en ligne 
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droite, situés chacun à égale distance des extrémités dune 
droite, est perpendiculaire au milieu de cette droite. 

THÉORÈME XXXIII. 

Le pian A B P, bissecteur Æ un angle dièdre M ABN, 
est le lieu géométrique des points situés dans l’angle 
à égale distance de scs faces. 

1“ D’un point O, pris dans le plan A BP, 
abaissons les perpendiculaires OC, OD sur 

E P, -S les faces ABM, ABN. Le plan CO D sera 

/ perpendiculaire à chacun des plans MA B, 
NAB (18) et, par suite, à leur intersection 
Pf M AB (21), qu’il rencontre en un point E; 

donc les droites EC, E I), EO sont perpen- 
diculaires sur AB; doncOEC, OEI) sont les angles plans 
correspondants aux angles dièdres M A B P, N A B P [déf. 4) ; 
mais on a, par hypothèse, MABP = NABP; donc OEC 
= OED et la droite OE est la bissectrice de l’angle CED ; 
donc OC = OD (g. pl. liv. ii, 31). 

2" D’un point F, pris hors du plan A BP, menons les per- 
pendiculaires F G, FDaux plans ABM, ABN. Le plan GFD 
coupe les trois premiers suivant des droites EG , ED, EO 
perpendiculaires à l’arète AB; la ligne EO est la bissectrice 
de l'angle GED; et, le point F étant situé hors de cette 
ligne, on a FG<FD. 

Corollaire. Tout plan , qui a trois points non en ligne 
droite, dans un angle dièdre, situés chacun à égale distance 
de ses faces, divise cet angle en deux parties égales. 

THÉORÈME XXXIV. 

Étant données deux droites AB, CD non situées 
dans un même plan , 1 “ on peut mener une perpendi- 
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culaire commune à ces droites ; 2° on nen peut mener 
qu’une seule; 3° cette perpendiculaire est la distance 

1" D'un point A, pris sur AB, me- 
nons A E parallèle à CD ; par les deux 
droites AB, A£ conduisons le plan 
MN, parallèle à CD (3); d’un point F 
de CD abaissons F G perpendiculaire 
an plan MN ; menons GH parallèle à 
AE jusqu’à la rencontre de À B en H; 
du point H, menons une parallèle à FG jusqu’à la rencontre 
de CD en I ; la droite HI est la perpendiculaire demandée. 

En effet, F G étant perpendiculaire au plan MN, la droite 
HI, parallèle à F G, est perpendiculaire au même plan , et, 
par suite, aux droites A B, G H menées par son pied dans 
ce plan ; de plus, les droites CD, G H, parallèles à AE, sont 
parallèles entre elles; donc HI, perpendiculaire à GH, est 
aussi perpendiculaire à CD ; donc elle est à la fois perpen- 
diculaire aux deux droites AB, CD. 

2° Car , supposons qu’une autre droite BD soit à la fois 
perpendiculaire aux deux lignes AB, CD. Le pian des deux 
droites CD, BD couperait le plan MN suivant BK parallèle 
à CD (3, cor. 1) ; donc BD, perpendiculaire à Cl), serait 
aussi perpendiculaire à B K ; mais , par hypothèse, B D est 
perpendiculaire sur AB; donc BD serait perpendiculaire au 
plan MN (8, cor. 1] et, par suite, parallèle à HI (13]; donc 
les deux droites AB, CD seraient situées dans un même 
plan HBDI, ce qui est contre la supposition ; donc HI est la 
seule perpendiculaire commune aux deux lignes AB, CD. 

3“ La ligne H I est plus courte que toute autre droite BD, 
menée d’un point de AB à CD. Car la perpendiculaire DL, 
abaissée du point D sur le plan MN, est égale à la droite HT 
(30, rem.) et plus courte que l’oblique DB (28) ; donc HI 
< DB. 


des deux droites. 
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LES ANGLES SOLIDES ET LES POLYÈDRES. 

DÉFINITIONS. 

1. L’ouverture de trois ou d'un plus {^nd 
nombre de plans , qui se rencontrent tous en 
un seul point, s’appelle angle solide ou angle 
polyèdre. 

Ce point est le sommet de l’anffle. 

2. Les plans qui forment un angle solide 
se rencontrent consécutivement suivant des droites qu'on 
nomme les arêtes ou côtés de l’angle. 

:i. La partie de plan indéfinie , comprise entre deux 
arêtes consécutives d'un angle solide, est une face de l’angle. 

Remarque. L’angle solide se désigne par la lettre S du 
sommet ou par les lettres SA BCD de ses arêtes , en cqm- 
mençant par celle du sommet. 

4. L’angle solide qui a trois faces s'appelle angle trièdre; 
celui qui en a quatre, angle tétraèdre; celui qui en a cinq, 
angle pentaèdre; et ainsi de suite. 

.'). Un angle trièdre est birectangle ou trirectangle selon 
qu’il a deux ou trois angles plans droits. 

6. Deux angles solides coïncident , quand ils ont même 
sommet, et que leurs faces coïncident. 

7. Deux angles solides susceptibles de coïncider sont 
égaux. 

8. Deux angles sont opposés au sommet, lorsque chacun 
d’eux est formé par les prolongements des faces de l’autre. 

9. Deux angles trièdres sont supplémentaires , quand les 
angles plans de l’un sont les suppléments des angles plans 
correspondants aux angles dièdres de l’autre. 
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10. Un solide, terminé de toutes parts par des polygônes, 
se nomme polyèdre. 

11. Ces polygônes sont les faces du polyèdre. 

Remakoue. Quelquefois la surface brisée (princ. déf. 16)se 

désigne aussi sous le nom de polyèdre. 

12. La droite, suivant laquelle deux faces consécutives se 
rencontrent, s’appelle arête ou côté du polyèdre. 

13. Les sommels d’un polyèdre sont les sommets des an- 
gles solides formés par ses faces. 

H. La droite qui joint, dans un polyèdre, deux sommets 
non situés sur la môme face, est une diagonale du polyèdre. 

15. Le polyèdre de quatre faces s’appelle tétraèdre; celui 
de cinq, pentaèdre; celui de six, hexaèdre; et ainsi de suite. 

IG. Le prisme est un solide compris sous 
plusieurs plans qui se rencontrent consécuti- 
vement suivant des droites parallèles entre 
elles, et qui sont terminés, de part et d’autre, 
par deux plans parallèles. 

Ces droites sont les arêtes latérales du 
prisme. 

Remahole. Pour construire un prisme, soit 
AB'CDE un polygône quelconque. Menons par les sommets 
de ce polygône, et d’un môme côté de son plan, les droites 
AG, HH, CI, etc., toutes parallèles entre elles (liv.i, 5); 
et, par un point G, pris sur l’une de ces droites, conduisons 
un plan parallèle à celui du polygône ABCDE (liv. i, 7) : 
ce plan rencontre les autres droites en des points H, I, K, F 
(liv. I, 4, cor. 2) ; et le solide BCDEFG 11 1 K, ainsi formé, 
est un prisme. 

17. Chacune des faces A EFG, AGIIB, etc., comprises 
entre deux arêtes latérales, est une face latérale du prisme. 

Remarque. Dans tout prisme, les arêtes latérales sont 
égales (liv. i, 30) et les faces latérales sont des parallélo- 
grammes (liv. I, 4). 

18. ï.es deux polygônes ABCDE, FGHIK, auxquels se 
terminent les arêtes latérales, sont les bases du prisme. 
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19. La hauteur d’un prisme est la distance des deux bases. 

20. Un prisme est droit ou oblique selon que ses arêtes 
latérales sont perpendiculaires ou obliques aux plans des 
bases. 

21. Un prisme est triangulaire , quadrangulaire , penta- 
gonal, etc., selon que ses bases sont des triangles, des qua- 
drilatères, des pentagônes, etc. 

22. Iæ parallélépipède est un hexaèdre dont les faces 
opposées sont parallèles. ' 

y Remarque 1. Pour construire ce solide, 
soient OA, O B, OC trois droites finies qui 
se rencontrent en un même point O, et non 
^ situées dans un même plan. Conduisons 
chacun des plans A O B, A OC, BOC ; par le 
point A, menons un plan parallèle à BOC 
(liv. I, 7) ; par le point B, un plan parallèle 
à A OC; et, par le point C, un plan parallèle a AOB. Le 
solide ADF ECO B G, ainsi formé, est un parallélépipède. 

Remarque 2. Toutes les faces d’un parallélépipède sont 
des parallélogrammes (liv. i, 4) ; et les quatre arêtes AO, 
DB, FG, EC, comprises entre deux faces opposées, sont 
égales et parallèles (liv. i,5 et 30). ' 

Remarque 3. Tout parallélépipède peut être considéré 
comme un prisme (déf. 16) dont les bases sont dcs«ç arallé- 
logrammes. 

23. La buse d’un parallélépipède est indilTéremment une 
face quelconque. 

24. La hauteur d’un parallélépipède est la distance de la 
base à la face opposée. 

25. Le parallélépipède rectangle est celui 
dont toutes les faces sont des rectangles. 

Ainsi, en supposant les trois droites OA, 
OB, OC perpendiculaires entre elles, le 
solide ADFECOBG, obtenu par la con- 
struction précédente (déf. 22, rem. 1 ), est 
un parallélépipède rectangle. 
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2C. Le cube est un parallélépipède dont toutes les faces 
sont des carrés. 

Ainsi, en supposant les trois droites OA, OB, OC égales 
et perpendiculaires entre elles, le solide ADFECOBG 
(déf. 22, rem. I ) est un cube. 

27. La pyramide est un solide compris sous 
un polygône ABCD, et les triangles qui ont 
pour bases les différents côtés du polygône 
et, pour sommet commun, un point situé 
hors de son plan. 

28. Ce polygône est la base de la pyramide. 

29. Le sommet d'une pyramide est le som- 
met opposé à la base. 

30. La hauteur d'une pyramide est la perpendiculaire 
SO, abaissée du sommet sur le plan de la base. 

31 . Les arêtes latérales d'une pyramide sont celles qui 
joignent le sommet à la base. 

32. Les faces latérales d’une pyramide sont celles qui 
ont pour sommet commun celui de la pyramide. 

33. Une pyramide est tria?iyulaire, quadrangulairc, pen- 
tagonale, etc., selon qu’elle a pour base un triangle, un qua- 
drilatère, un pentagône, etc. 

3V. Un angle solide est convexe, lorsque ses arêtes sont 
toutes situées d’un même côté du plan de l’une quelconque 
de ses faces. 


Ainsi tous les angles ti ièdres sont convexes. 

35. Tout polyèdre, situé entièrement d’un même côté du 
plan de l’une quelcoiu{ue de ses faces , est un polyèdre 
convexe. 

Ainsi les prismes et les pyramides, à bases convexes, 
sont des polyèdres convexes. 

liEUAUQUE. Tous les angles solides et les polyèdres, dont 
il sera question dans ce traité, seront convexes. 

36. Deux polyèdres sont de même espece, lorsque leurs 
surfaces sont composées d’un même nombre de triangles, 
de quadrilatères, de pentagônes, etc. situés de la même 
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manière. Ainsi, deux prismes ou deux pyramides sont de 
môme espèce , lorsque leurs bases ont le même nombre 
de côtés. 

37. Lorsque deux angles solides, qui ont un angle dièdre 
égal , sont tels qu’en coupant leurs faces par un plan de 
manière que leurs sommets soient situés d'un même côté 
de ce plan, et suivant, dans un môme sens, les contours dos 
deux polygônes qui en résultent, le second angle dièdre de 
l’un des angles solides soit égal au second de l’autre, le troi- 
sième au troisième et ainsi de suite; ces angles solides ont 
les angles dièdres égaux chacun à chacun, et situés dans le 
même ordre. 

Lorsque les mômes égalités ont lieu, en suivant les con- 
tours des deux polygônes en sens contraire, les deux an- 
gles solides ont tes angles dièdres égaux chacun à chacun 
et situés dans un ordre inverse. 

38. Dans deux angles solides qui ont les angles dièdres 
égaux chacun à chacun et situés dans le môme ordre ou 
dans un ordre inverse, on nomme 1° angles dièdres homo- 
logues , les angles dièdres qui ont le même rang ; 2" arêtes 
homologues, les arêtes des angles dièdres homologues; 
3“ angles plans homologues, les angles formés par des arêtes 
homologues. 

39. Deux polyèdres ont les angles dièdres égaux chacun 
à chacun et situés dans te même ordre ou dans un ordre in- 
verse, lorsque leurs angles solides, pris deux à deux, ont les 
angles dièdres égaux chacun à chacun et situés dans le mêmir 
ordre ou dans un ordre inverse ( déf. 37 ) , en supposant 
d’ailleurs que deux angles dièdres AB, A' R', homologues 
dans deux angles solides A et A' (déf. 38, 1”), soient aussi 
regardés comme homologues dans les deux autres angles 
solides R et R' auxquels ils appartiennent. 

M. Dans deux polyèdres qui ont les angles dièdres égaux 
chacun à chacun et situés dans le même ordre ou dans un 
ordre inverse , on nomme 1° angles dièdres homologues , 
ceux qui sont homologues dans deux angles solides ^ déf. 
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38, 1") ; 2® angles solides homologues, ceux dont les angles 
dièdres sont homologues ; 3° sommets homologues, ceux des 
angles solides homologues; 1° arêtes homologues, celles qui 
joignent des sommets homologues ; 5° angles plans homolo- 
gues, les angles formés par des arêtes homologues; 6” faces 
homologues, les faces terminées par des arêtes homologues; 
7° diagonales homologues, celles qui joignent des sommets 
homologues ; 8° pyramides homologues , celles dont les 
sommets sont homologues. 

M. Deux points sont symétriques par rapport à un troi- 
sième, lorsque celui-ci divise en deux parties égales la droite 
qui joint les deux autres. 

42. Deux points sont symétriques par rapport à une 
droite ou à un plan , lorsque cette droite , ou ce plan , est 
perpendiculaire au milieu de la droite qui joint les deux 
points. 



À"- 


% 


B’ 


43. Deux droites AB, A'B' 
sont symétriques par rapport à 
un point O, à une droite ab ou 
à un plan MN, lorsque leurs 
extrémités A et A', B et B' sont 
symétriques par rapport à ce 
point , à cette droite ou à ce 
plan (déf. 41 et 42). 

44. Deux polygônes, ou deux polyèdres, sont 

par rapport à on point, à une droite ou à un plan , lorsque 
chaque sommet de l’un est symétrique d’un sommet de 
l’autre par rapport au point, à la droite ou au -plan dont 
il s’agit. 

Ce point, cette droite, ce plan s’appellent centre de symé- 
trie , axe de symétrie, plan de symétrie. 

45. Dans deux polyèdres symétriques par rapport à un 
point , à une droite ou à un plan , on nomme 1* sommets 
homologues, les sommets symétriques par rapport au centre, 
à l’axe ou au plan de symétrie ; 2° angles solides homologues, 
ceux dont les sommets sont homologues ; 3* arêtes homolo- 


Digitized by Google 



MVRE 11. 


4'J9 

guesy celles qui joignent des sommets homologues ; 4° angles 
plans homologues, les angles formés par des arêtes homolo- 
gues ; 5° angles dièdres homologues , ceux dont les arêtes 
sont homologues; 6® faces homologues, les faces terminées 
par des arêtes homologues ; 7“ diagonales homologues, celles 
qui joignent des sommets homologues ; 8“ pyramides homo- 
logues, celles dont les sommets sont homologues. 

46. Deux angles solides SABC..., S'.\'B'G'... sontjywé- 
triques par rapport à un point, <4 une droite ou à un plan , 
lorsque leurs sommets S, S' et les extrémités A et A', B et 
B', G et G', etc. , de droites finies , prises sur leurs arêtes à 
partir des sommets , sont symétriques par rapport à ce 
point, à cette droite ou à ce plan (déf. 41 et 42). 

Ainsi , les angles solides homologues de deux polyèdres , 
symétriques par rapport à un point, à une droite ou à un 
plan [déf. 45), sont symétriques par rapport à ce point , à 
cette droite ou à ce plan. Deux angles solides opposés au 
sommet (déf. 8) sont symétriques par rapport au sommet 
commun. 

47. Dans deux angles solides symétriques par rapport à 
un point, à une droite ou à un plan, on nomme 1° arêtes 
homologues, les arêtes sur lesquelles sont prises les droites 
symétriques par rapport à ce point, à cette droite , ou à ce 
plan; 2“ angles dièdres homologues, ceux dont les arêtes 
sont homologues; 3® angles plans homologues, les angles 
formés par des arêtes homologues. 

48. Deux angles plans BAG, B'A'G' sont par 

rapport à un point, à une droite ou à un plan, lorsque leurs 
sommets A , A' et les extrémités B et B', G et G' de droites 
finies, prises sur leurs côtés à partir des sommets, sont sy- 
métriques par rapport à ce point, à cette droite ou à ce plan 
(déf. 41 et 42) . 

Ainsi, les angles plans homologues de deux polyèdres ou 
de deux angles solides, symétriques par rapport à un point, 
à une droite ou à un plan (déf. 45 et 47), sont symétriques 
par rapport à ce point, à cette droite ou à ce plan. Deux 
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angles plans, opposés au sommet, sont symétriques par 
rapport au sommet commun. 

M. Lorsqu’une figure tourne autour d’une droite immo- 
bile, a laquelle elle est fixée invariablement, on dit que la 
figure fait un mourement de révolution autour de la. droite. 

Remarque. Chaque point de la figure mobile décrit une 
circonférence qui a son centre sur la droite fixe et dont le 
plan est perpendiculaire à cette droite. 


TUÉORÊME PREMIER. 


Deux angles solides SABCD, Sabcd, opposés au 
sommet, ont les angles plans et les angles dièdres 
égaux chacun à chacun. 



Les arêtes de l’angle solide Sabcd 
étant les prolongements de celles de 
l’angle solide SABCD (déf. 8), les an- 
gles plansASBetaSô sont égaux comme 
opposés au sommet; on a de même BSC 
= bSc, CSD — cSd, etc. ; de plus, les 
angles dièdres 8 A et Sa, SB etSè, etc., 
sont égaux comme opposés à l’arête (liv. 1,24-, cor. 2) ; donc 
les deux angles solides ont les angles plans et les angles 
dièdres égaux chacun à chacun. 

Remarque. Deux angles solides opposés au sommet ont 
les angles dièdres égaux chacun à chacun et situés dans un 
ordre inverse (déf. 37). 


THÉORÈME II. 

Lorsque deux angles trièdres S ABC, S'A'B'C' ont 
un angle dièdre égal compris entre deux angles plans 
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égaux chacun à chacun et situés île la même maniéré, 
le troisième angle plan de l'un est égal au troisième de 
Vautre; les deux angles trièdres sont égaux, et les au- 
tres angles dièdres, opposés à des angles plans égaux, 
sont égaux entre eux. 


\ 


Soit l’angle dièdre SA = S'A', l'angle 
plan ASB=A'S'B' et l’angle plan ASC 


Sx i\. Plaçons la première figure sur la se- 

/ , /l\ conde, de manière que l’angle ASB 

/ \ ^ I. g, coïncide avec A'S'B'. Puisque l’angle 

“ *■ dièdre SA = S'A', le plan de la face 

ASC coïncidera avec celui de la face A'S'C'; et, puisque 
l’angle plan ASC = A'S'C', l’arête SC prendra la direction 
S'C'; donc le troisième angle plan B SC coïncidera avec 
B'S'C', l’angle solide SABCavec S'A'B'C', l’angle dièdre 
SB avec S'B' et l’angle dièdre SC avec S'C'; donc BSC = 
B'S'C', l’angle solide SA BC = S'A'B'C', l’angle dièdre SB 
= S'B' et l’angle dièdre SC = S'C'. 

RKHAnQUE 1. Lorsque les angles plans, qu’on suppose 
égaux, ne sont pas situés de la môme manière, et qu'on a, 
par exemple, l’angle dièdre Sa = S'A', l’angle planaSè 
= A'S'B' et l’angle plan aSc = A'S'C', l’égalité des deux- 
angles solides Saèc, S'A'B'C' ne peut se déduire de la sup- 
position : car si l’on place la figure Saôc sur S'A'B'C' de 
manière que l’angle plan aSô coïncide avec A'S'B', l’arôte 
S O prendra la direction de S'B' et l’arête S 6 celle de S'A' : 
alors les deux angles dièdres égaux Sa et S'A' n’auront pas 
d’arête commune et, par suite, la coïncidence des deux an- 
gles trièdres ne pourra s’établir, comme dans le cas précé- 
dent. Mais l'égalité des troisièmes angles plans et celle des 
autres angles dièdres , opposés à des angles plans égaux , 
auront encore lieu. 

£n effet, soit S ABC l’angle solide opposé au sommet de 
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Sabe. L’angle dièdre SA =Sa (1) = S'A'; l’angle plan 
ASB = aSb = A'S'B' et l'angle plan ASC = aSc = 
A'S'C'; donc les angles solides S ABC, S' A'B'C' ont'un 
angle dièdre égal compris entre deux angles plans égaux 
chacun à chacun et situés de la même manière ; donc l’an- 
gle plan BSC= B'S'C', l’angle dièdre SB = S' B' et l’angle 
dièdre SC = S'C'; orBSC = 6Sc, SB = Sb etSC = Sc,- 
donc èSc = B'S'C', S6 = S'B' et Sc = S'C'. 

Remarques. On prouverait de même qu’en général deux 
angles solides de n faces (déf. 4) sont égaux , lorsqu’ils ont 
n — 2 angles dièdres égaux chacun à chacun et situés dans 
le même ordre, et les n — 1 angles plans homologues égaux. 
Il en résulte que l'égalité de deux angles solides de n faces 
exige, comme celle de deux polygônes de n côtés, n — 3 
conditions. 


THÉORÈME III. 


Lorsque deux angles plans .4SC, BSC sont égaux 
dans un angle triédre SABC, les angles dièdres SB, 
SA, opposés à ces angles plans , sont aussi égaux entre 
eux. 


Concevons un second angle triè- 
dressée, égal au premier: ces deux 
angles solides ont l’angle dièdre SC 
\ =sc, l’angle plan ASC = bsc et 
^ l’angle plan BSC = asc: donc, en 
vertu du théorème précédent, l’an- 
gle dièdre SB, opposé à l’angle plan ASC du premier, est 
égal à l’angle dièdre sa, opposé à l’angle plan bsc du se- 
cond; or SA =sa, donc SB = S.\. 



THÉORÈME IV. 

Lorscfue deux angles trièdres ont un angle plan égal 
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adjacent à deux angles dièdres égaux chacun à chacun 
et situes de la même manière , le troisième angle dièdre 
de l’un est égal au troisième angle dièdre de l’autre, 
les deux angles trièdres sont égaux, et les autres an- 
gles plans , opposés à des angles dièdres égaux, sont 
égaux entre eux. 


Soit l’angle plan ASB = A'S'B', 
K f ? l’angle dièdre SA = S'A' et l’angle 

dièdre SB = S' B'. 

s' Plaçons la première figure sur la 
7 \ seconde de manière que l’angle plan 

/ \ / \ ASB coïncide avec A'S'B'. Puisque 

A B A' l- B' l’angle dièdre S A=S' A', le plan de la 
^ ‘ face ASC coïncidera avec celui de la 

face A'S'C'; pareillement, puisque l’angle dièdre SB = S' B', 
le plan de la face BSC coïncidera avec celui de la face 
B'S'C'; donc l’arête SC, intersection des deux plans ASC , 
BSC, coïncidera avec l’arête S'C', intersection des deux 
plans A'S'C', B'S'C', l’angle dièdre SC avec l’angle dièdre 
S'C', l’angle solideSABC avec S'A'B'C', l’angle plan ASC 
avec A'S'C' et l’angle plan BSC avec B'S'C'; donc l’angle 
dièdre SC = S'C', l’angle solide SABC = S'A'B'C', l’angle 
plan ASC = .A'S'C' et l’angle plan BSC = B'S'C'. 

Remarqi’e. Si les angles dièdres Sa et S'A', Sb et S'B', 
qu’on suppose égaux , n’étaient pas situés de la même ma- 
nière, l’égalité des troisièmes angles dièdres et celle des 
autres angles plans, opposés à des angles dièdres égaux. 


auraient encore lieu; mais alors l’angle solide S'A'B'C' se- 
rait égal à l’angle S.ABC opposé au sommet de Sabc. La 
démonstration est analogue à celle qu’on a donnée précé- 
demment (2, rem. 1). 
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THÉORÈME V. 

Lorsque deux angles diedres SA, SB, sont égaux 
dans un angle Irièdre SABC, les angles plans BSC, 
ASC, opposés à ces angles dièdres, sont aussi égaux 
entre eux. 


Concevons un second angle Iriè- 
dre sabc égal au premier : ces 
deux angles solides ont l’angle plan 
ASB = fflsi, l’angle dièdre SA = 
sb et l’angle dièdre SB = sa; 
donc , en vertu du théorème pré- 
cèdent, l’angle plan BSC, opposé à l’angle dièdre SA du 
premier, est égal à l’angle plan asc, opposé à l’angle diè- 
dre du second; or ASC =asc, donc BSC = ASC. 



THÉORÈME VI. 


Lorsque deux angles tri'edres SABC, S'A'B'C' ont 
les angles plans égaux chacun à chacun et situés de la 
même manière , les angles dièdres opposés aux angles 
plans égaux sont égaux entre eux, ainsi que les deux 
angles solides proposés . 



Soit l’angle plan ASB = 
A' S' B', ASG = A'S'C'ctBSC 
= B'ST/. 

Prenons , sur les arêtes des 
angles solides, des grandeurs 
SA, SB, SC, S'A', S'B', S'C' 
égales entre elles, et menons 
A B, AC, BC,A'B',A'C', B'C'. 
Les triangles ASB, A'S'B' 
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ont un angle égal compris entre cOtés égaux chacun à cha- 
cun; (iQnc le troisième côté AB = A'U'; on a de même AC 
= A'C', BC = B'C'; donc les triangles ABC, A' B' C' sont 
égaux (g.pl.liv. 11,11) et, par suite, le rayon AO du cercle 
circonscrit au triangle ABC est égal au rayon A' O' du cercle 
circonscrit au triangle A'B'C'. Mais puisqu’on a, par hypo- 
thèse, SA = SB = SC, OA =OB =OC, la droite SO est 
perpendiculaire au planABC(liv.i, 31, cor. 2); pareillement, 
la droite S' O' est perpendiculaire au plan A'B'C'; donc les 
triangles AO S , A'O' S' sont rectangles; d'ailleurs l’hypo- 
ténuse S A = S'A' et le côté A O = A'O'; donc SO = S'O' 
(g.pl.liv. Il, 14). Cela étant, plaçons la figure SABC sur 
la figure S'A'B'C' de manière que le triangle A BC coïncide 
avec A'B'C'; le point O tombera au point O', la droite OS, 
perpendiculaire au plan A BC, prendra la direction de O'S' 
perpendiculaire au plan A'B'C' (liv.i, 10); et, puisque SO 
= S'O', le point S tombera en S'; donc les arêtes SA , SB,' 
SC coïncideront avec les arêtes S'A', S' B', S'C' ; les angles 
dièdres SA, SB, SC avec les angles dièdres S'A', S'B', S'C' 
et l’angle solide SABC avec S' A'B'C' ; donc l’angle dièdre 
SA = S'A', SB = S'B', SC = S'C' et l’angle solide SABC 
= S'A'B'C'. 

Remarque. Si les angles plans aSô et A'S'B', aSc et 
.VS' G', ôSe et B' S'C', qu’on suppose égaux , n’étaient pas 
situés de la même manière, les angles dièdres, opposés aux 
angles plans égaux, seraient encore égaux entre eux ; mais 
alors l’angle trièdre S'A'B'C' serait égal à l’angle SABC 
opposé au sommet de Saôc. Car ces deux angles solides ont 
les angles plans égaux chacun à chacun et situés de la 
môme "manière. 


TIIÊOnÈME VII. 

Deux an(jles solides SABCD, S'A'B'C'D', qui ont 
les arfites parallèles chacune à chacune et diriqées dans 
le même sens , sont éf/aux entre eux 
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En effet, les angles A S B, A'S'B', 
ayant les côtés parallèles chacun à 
chacun et dirigés dans le 'même 
sens , sont égaux entre eux , et le 
A plan A SB est parallèle au plan 

/ 1 \\ A'S' B' (liv. I, 6) ; par la même rai- 

l I ■ \ son , l’angle BS C est égal à B' S' C' 
^ et leurs plans sont parallèles , et 
ainsi de suite: de plus , les angles dièdres SA et S' A^ SB 
et S' B', etc. , sont égaux comme ayant leurs faces parallèles 
chacune à chacune et dirigées dans le même sens (liv. i, 26) ; 
donc les angles solides SABCD, S'A'B'C'D' ont les angles 
dièdres égaux chacun à chacun et situés dans le même or- 
dre, et les angles plans homologues égaux ; donc ils sont 
égaux (2, rem. 2). 

Remarque. Si les arêtes parallèles Sa et S'A', Sb et 
S'B', etc., étaient dirigées en sens contraire, l’angle solide 
S'A'B'C'D' serait égala l’angleSABCD opposé au sommet 
de Sabed. 



THÉORÈME VIII. 


Lorsque, au sommet d’un angle trihlre S ABC, on 
élève, sur chaque face, une perpendiculaire, du même 
côté du plan de cette face que la troisième arête, l’an- 
gle Irièdre, qui a pour arêtes ces trois perpendiculaires, 
et l’angle trièdre proposé sont supplémentaires. 


c c 



Soit la droite SC', perpendiculaire 
sur la face A SB, et située du môme 
côté du plan ASB que l’arête SC; la 
droite SB', perpendiculaire sur la face 
ASC, et située du même côté du plan 
ASC que l’arête SB ; et la droite SA', 
perpendiculaire sur la face BSC, du 
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môme côté du plan BSC que l’arête SA ; les angles trièdres 
S ABC, S A'B'C' sont supplémentaires (déf. 9). " 

En effet, la droite SA' est perpendiculaire à la face BSC 
de l’angle dièdre A SC B, et située du môme côté du plan 
BSC que la face ASC; pareillement, la droite SB' est per- 
pendiculaire à la face ASC, et située du môme côté du plan 
ASC que la face BSC; donc l’angle A'SB' est le supplé- 
ment de celui qui correspond à l’angle dièdre ASCB (liv. 
I, 27, cor. 2) ; par la môme raison, l’angle A'SC' est le sup- 
plément de telui qui correspond à l’angle dièdre ASBC, et 
l’angle B'SC' est le supplément de celui qui correspond à 
l’angle dièdre BS AC ; donc les angles plans de l’angle so- 
lide SA'B'C' sont les suppléments de ceux qui correspon- 
dent aux angles dièdres de l’angle solide SA BC. 

De plus, la droite SC' , perpendiculaire au plan ASB, 
étant située du môme côté de ce plan que l’arête SC, l’an- 
gle CSC' est aigu ; donc l'arête SC, perpendiculaire au plan 
A'S B' (liv. 1 , 8) , est située du même côté de ce plan que 
l’arête SC'; pareillement, l’arête SB, perpendiculaire au 
plan A'SC' , èst située du même côté de ce plan que l'arête 
SB', et l’arête S.A, perpendiculaire au plan B'SC', est si- 
tuée du môme côté de ce plan que l’arête SA' ; donc, en 
vertu de ce qui précède, les angles plans de l'angle solide 
SABC sont les suppléments de ceux qui correspondent aux 
angles dièdres de l’angle solide SA'B'C'; donc ces deux 
angles solides sont supplémentaires. 

Remarque. On prouverait de même que l’angle solide 
SABC et l’angle solide Sabc, qui a pour arêtes les pro- 
longements de celles de S.A'B'C', sont aussi supplémen- 
taires ( liv. 1,27, cor. 2) ; ce qui résulte d’ailleurs de ce que 
les angles solides Sabc, SA'B'C', opposés au sommet, ont 
les mêmes angles plans, et les mêmes angles dièdres (11. 

THÉORÈME IX. 

Lorsque , d’un point O, pris dans un angle trihlre 
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S AB C, pti abaisse des perpendiculaires OM, ON, OP 
sur les plans des faces BSC, ASC, ASB, l'angle so- 
lide proposé et celui qui a pour aretes ces trois perpen- 
diculaires , sont supplémentaires. 

Menons Sm parallèle à OM et 
dirigée dans le même sens ; menons, 
de même, S» parallèle à ON et Sp 
parallèle à OP. Les angles solides 
OMNP, Swinp sont égaux entre 
eux (7); de plus, OM étant perpen- 
diculaire au plan BSC, l’arête Sjh, 
parallèle à OM, est perpendiculaire au môme plan, et diri- 
gée de l’autre côté de ce plan par rapport à l’arête SA; on 
voit de même que l’arête Sa est perpendiculaire au plan 
ASC et dirigée de l’autre côté de ce plan par rapport à SB, 
et que l’arête Sp est perpendiculaire au plan ASB et 
dirigée de l’autre côté de ce plan par rapport à SC; donc 
les angles trièdres SABC, S»«np sont supplémentaires (8, 
rem.); donc il en est de môme des angles trièdres SABC, 
OMNP. 

THÉORÈME X. 

Lorsque deux angles trièdres SABC, S'A'B'C' ont 
les angles dièdres égaux chacun à chacun et situés 
dans le même ordre , les angles plans opposés aux an- 
gles dièdres égaux sont égaux entre eux, amsi que les 
deux angles solides proposés. 

i; Soit l’angle dièdre SA = 

j M *1’ S'A', SB = S' B', SC = S' C'. 

A ■'I' -1 /* D’un point O, pris dans l’an- 

gle solide SABC, abaissons les 
/ c I ' ” perpendiculaires O M, O N, O P 

** P' sur les faces BSC, A SC, ASB; 


c 



/ 
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et d’un point (V, pris dans l'an{;le solide S', .les perpendicu- 
laires O' M', O' N', O' P' sur les faces B' S' C', À' S' C', A'S'B'. 
Les angles solides SABC et OMNP, S'A'B'C' et O'M'N'P' 
sont supplémentaires (9) ; donc l'angle plan MON est le 
supplément de celui qui correspond à l’angle dièdre SC ; 
pareillement, l'angle plan M'O'N' est le supplément de 
celui qui correspond à l’angle dièdre S'C' ; mais, par hypo- 
thèse, l’angle dièdre SC = S'C'; donc les angles plans qui 
leur correspondent sont aussi égaux entre eux (liv.i, 16) ; 
donc MON = M'O'N'. On prouvera de même que l’angle 
MOP = M'O'P' et que l’angle NOP = N'O'P'. Donc les 
angles solides O et O' ont les angles plans égaux chacun à 
chacun et situés dans le mémo ordre; donc l'angle dièdre 
OM, opposé à l’angle NO P, est égal ii l’angle dièdre O'M', 
opposé à l’angle N'O'P' (G) et, par suite, l'angle BSC, sup- 
' plément de celui qui correspond à l’angle dièdre OM. est 
égal à l’angle B S'C', supplément de celui qui correspond à 
l’angle dièdre O' M'; par la même raison, ASC = A'S'C', 
ASB = A'S'B'; donc l’angle solide SA BC = S'A'B'C' (2). 

ItEMARQUE. Si les angles dièdres Sa et S'A', S6 et S' B', 
Sc et S'C', qu’on suppose égaux, n’étaient pas sitjués dans 
le même ordre, les angles plans, opposés aux angles dièdres 
égaux, seraient encore égaux entre eux : mais alors l’angle 
trîèdre S'A'B'C' serait égal à l’angle SABC opposé au 
sommet de %abc. Car ces deux angles solides ont les angles 
dièdres égaux chacun à chacun et situés dans le même 
ordre. 


THÉORÈME XI. 


Dans lauf angle trihlre SABC, vu angle plan 
(jiieleoiKjne est plus petit (pte la somme des deux 
autres, 

U 
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1" Il suffit de prouver que le plus grand 
des trois angles plans est plus petit que la 
somme des deux autres. Soit A SB > ASC 
et ASB>BSC; on aura ASB < ASC + 
BSC. 

Dans l’angle ASB, faisons l’angle ASD 
= ASC; menons la droite AB qui ren- 
contre les lignes SA, SD, SB aux points A, D, B; prenons 
SC = SI), et menons AC, BC. Les triangles ASC, ASD 
ont un angle égal compris entre côtés égaux chacun à cha- 
cun ; donc le troisième côté AC =A D ; mais, dans le trian- 
gle ABC, on a le côté AB< AC + BC; donc AB— AD < 
(AC -f BC) — AC, ou BD<BC; de plus, les, triangles 
SBD, SBC ont le côté SB commun et le côté SD= SC; 
donc BSD<BSC ( g. pl. liv. ii, 26, cor.); ajoutant, de part et 
d’autre, l’angle ASC, ou ASD, il vient ASB <ASC + BSC. 

Remarque. On voit, par la même démonstration, que 
datiÈ tout angle trièdre S ABC, un angle plan quelconque 
BSC est plus grand que la différence dés deux autres, 

THÉORÈME XII. 

Dans tout angle trièdre SABC, à un plus petit an- 
gle dièdre est opposé un plus petit angle plan; et réci- 

1* Soit l'angle dièdre SB<SA; on 
aura l’angle plan A SC < BSC. 

Concevons, dans l’angle dièdre SA, un 
plan S AD qui fasse avec le plan ASB un 
angle dièdre BASD =SB; et soit SD 
l’intersection de ce plan avec la face BSC. 
Puisque, dans l’angle trièdre S A BD. 
l’angle dièdre BASD = SB, l’angle plan BSD = ASD (5) ; 
mais, dans l’angle trièdre SACD, on a l’angle plan ASC< 


proquement. 
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ASn + CSD(!l); remplaçant A SD par BSD, il vient ASC 
<BSD + CSD, ou ASC< BSC. 

2*> Réciproquement, soit l’angle plan ASC<BSC; je dis 
que l’angle dièdre SB est plus petit que SA. Car, si l’on 
avait SB = SA, l’angle plan ASC serait égal à BSC (5), ce 
qui est contre la supposition; et, si l’on avait SB>SA, 
l’angle ASC serait plus grand que BSC (1°), ce qui est en- 
core contre la supposition ; donc SB<S.\. 

THÉORÈME XIII. 

t 

Lorsque deux angles triedres ont deux angles plans 
égaux chacun à chacun, et l'angle dièdre, compris en- 
tre les deux angles plans du premier, plus petit que 
l’angle dièdre compris entre les deux angles plans du 
second, le troisième angle plan du premier angle trièdre 
est plus petit que le troisième angle plan du second. 

Soient S ABC, SABD les angles 
proposés, qui ont l’angle plan A S B 
commun, l’angle plan BSC=B S D 
et l’angle dièdre ABSC<ABSD; 
je dis que le troisième angle plan 
A SC est plus petit que le troisième 
angle plan A SD. 

Concevons la différence CB SD 
des angles A BSD, ABSC divisée 
en deux parties égales ; le plan bis- 
secteur rencontrera la face A SU suivant une droite ES: 
cela étant , si l’on mène le plan ESC, les angles trièdres 
8BCE, SBDE auront l’angle dièdre EBSC= EBSD, l’an- 
gle plan BSE commun et l’angle BSC = BSD par hypo- 
thèse; donc le troisième angle plan ESC = ESD (2) ; mais, 
dans l’angle trièdre SACE, on a ASC< A SE + ESC (11) ; 
remplaçant ES C par ESD, on aura ASC < A SE + ESD, 
ou ASC < A SD. 


s 
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Remarque. Si les angles solides proposés n’étaient pas si- 
tués, comme le suppose la démonstration précédente , d’un 
môme côté du plan de la face commune A SB, on rendrait 
cette situation possible , en substituant à l’un d’eui l’angle 
qui lui est opposé au sommet (1). 

Réciproquement. Lorsque deux angles irièdres ont deux 
angles plans égaux chacun à chacun , et le troisième angle 
plan du premier plus petit que le troisième angle plan du 
second, l'angle dièdre, opposé au troisième angle plan du, 
premier angle trièdre, est plus petit que t angle dièdre op- 
posé ah troisième angle plan du second. Car, si l’angle diè- 
dre, opposé au troisième angle plan du premier angle so- 
lide, était égal ou supérieur à l’angle dièdre opposé au troi- 
sième angle plan du second , le troisième angle plan du 
premier serait égal (2) ou supérieur (131 au troisième angle 
plan du second, ce qui est contraire à la supposition. 

THÉORÈME XIV. 

Lorsqu’un angle solide SABCDEF a toutes ses 
arêtes situées d’un même côté du plan (MN de l’une de 
ses faces, A S B, on peut conduire un plan qui rencon- 
tre toutes scs arêtes, sans passer par le sommet. 



Traçons par le point S , 
dans le plan M N, une droi- 
te PQ hors de l’angle A S B ; 
menons un plan par la 
ligne PQ et chacune des 
arêtes SC, SD...SF: sup- 
posons que le plan PQR, 
conduit suivant PQ et 
l’arête SD, soit, de tous 
ces plans, celui qui fait 
avec M N le plus petit an- 
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gle dièdre , de l’autre côté de PQ par rapport à l'angle 
A SB, et menons, dans l’angle dièdre MPQR, un plan 
PQL. Toutes les arêtes de l’angle solide SABCDEF se- 
ront situées dans l’angle dièdre LPQN; donc tout plan 
GH [mené, dans cet angle dièdre, parallèlement au plan 
PQL, rencontrera les arêtes SA, SB... S F (liv.i, 4, cor. 2) 
sans passer par le sommet. 


TUÊOltÈME XV. 

La somme des angles plans d’un angle solide S est 


moindre que quatre angles droits. 

S Menons un plan qui coupe les faces de 

ê l’angle solide suivant les droites AB,BC, 
CD , AD (IV); prenons un point O dans l’in- 
D térieur du polygône ABCD, et menons 
AO, BO, CO, DO. Nous formerons ainsi 
ts — autant de triangles autour du point O qu’il y 


a de triangles dont le sommet commun est au point S; donc 
la somme des angles des triangles qui ont pour sommet le 
point O est égale à celle des angles des triangles qui ont 
pour sommet le point S; mais, dans l’angle trièdre A , on a 
BAO + DAO, ou BAD<SAB + SAD(11); pareillement, 
dans l’angle trièdre B , on a ABO+CBO, ou ABC<SBA 
+ SBC , et ainsi de suite ; donc la somme des angles à la 
base est plus petite dans les triangles qui ont leur sommet au 
point O que dans les triangles qui ont leur sommet au point 
S ; donc la somme des angles en S est moindre que celle des 
angles en O; or celle-ci est égale à quatre angles droits , 
donc la somme des angles plans de l’angle solide S est 
moindre que quatre angles droits. 

REM.VRQCE 1. Cette démonstration suppose que la section 
ABCD est un polygône convexe, ce qui a toujours lieu dans 
un angle solide convexe. Car, les arêtes de l'angle solide 
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élont situées d'un même côté du plan AS B de l'une quel- 
conque de ses faces (déf. 3^, le polygone A BCD a tous ses 
sommets situés d'un même côté de la direction d’un côté 
quelconque A B ; donc il est convexe. 

REUAiigtjB 2. On prouverait de même que toute section , 
fuite par un plan dans un polyèdre convexe, est un polygâne 
convexe. 

Corollaire 1. Donc une ligne droite, menée comme on 
voudra, ne peut rencontrer la surf ace d un polyèdre convexe 
en plus de deux points. Car si , par cette droite et un point 
pris dans l’intérieur du polyèdre , on conduit un plan ; la 
section faite par ce plan sera un polygône convexe et la 
droite proposée ne pourra rencontrer la surface du polyèdre 
qu’en des points du contour de la section, c’est-à-dire en 
plus de deux points (g. pl. liv. ii, 1]. 

Corollaire 2. Il en résulte aussi qu’une droite , dont les 
extrémités sont situées sur la surface d'un polyèdre convexe, 
est intérieure au polyèdre. Car la droite proposée est inté- 
rieure au polygône qu’on obtient en coupant le polyèdre par 
on pian conduit suivant cette même droite (g. pl.liv.ii,2.]. 

REMAngcE 3. Lorsque, dans un polyèdre convexe , on 
coupe par un plan toutes les arêtes qui aboutissent au som- 
met d’un même angle solide (U) , et qu’on enlève la pyra- 
mide qui en résulte, on obtient un nouveau polyèdre con- 
vexe qui contient une face de plus que le premier ; on 
obtiendra de même un polyèdre convexe qoi contiendra une 
face de plus que le second, et ainsi de suite; donc on peut 
concevoir des polyèdres convexes de tant de ^faces qu’on 
voudra. 


THÉORÈME XVI. 

Dans tout angle Irièdre SABC, /a somme de$ angles 
dièdres est moindre que six et plus grande que deux 
angles droits. 
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J. 1" Chacun des angles dièdres SA, SB, 

j /M SC est plus petit que deux angles droits , 
donc leur somme est moindre que six 
angles droits. 

y/ 2° Soit O MNP l'angle trièdre qui a 

y ^ pour arêtes les perpendiculaires abaissées 

d’un point O, pris dan^’angle solide S, sur les faces BSC, 
ASC, A8B. Les angles MON, MOP, NOP sont les supplé- 
ments des angles plans correspondants aux angles dièdres 
SC, SB, SA (9); donc la somme de tous ces angles plans 
est égale à six angles droits ; or celle des trois premiers est 
moindre que quatre angles droits {15), donc celle des trois 
autres est plus grande que deux angles droits ; donc la somme 
des angles dièdres SC, SB, S A, correspondants à ces angles, 
est plus grande que deux angles dièdres droits (liv.i, 17). 


THEOREME XVII. 


Avec trois angles plans dont la somme est moindre 
que quatre angles droits, et tels que chacun d’eux soit 
plus petit que la somme des deux autres , on peut con- 
struire un angle solide. 


■ s 



Soient A SB, ASC, BSD 
les angles proposés, qu’on 
suppose situés dans un même 
plan de manière que AS B, 
le plus grand des trois , ^it 
intermédiaire et adjacent à 
chacun des deux autres. Puis- 


que la somme des trois angles est moindre que quatre an- 
gles droits, les angles ASC, BSD ne seront pas super- 


posés. 

Du point S comme centre , avec un rayon quelconque , 
décrivons une circonférence qui rencontre les côtés des 
angles aux points C, A, B, D. Puisque l’angle AS B est plus 
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grand que chacun des deux angles ASC, BSD, et plus petit 
que leur somme , l’arc AB est plus grand que chacun des 
deux arcs AC, BD et plus petit que leur somme (g. pl. 
liv.iii, 7) ; dgnc, si l’on prend, sur l’arc ABD , un arc AC' 
= ACet, sur l’arc BAC, un arc BD' = BD, le point C' tom- 
bera entre A et B et le point D' entre A et C'; donc les 
cordes CC', DD' se rencontreront elt*un point O situé dans 
le cercle-. (ax. 8 et g. pl. liv. iii, 1, cor.) ; le rayon SA sera 
perpendiculaire sur le milieu de CC' au point E, et le rayon 
SB sur le milieu de DD' au point F (g. pl. Iiv.iii,8, cor.2]. 
Cela étant, élevons la perpendiculaire O G au planASB; 
dans le plan CO G , décrivons, du point £ comme centre, 
avec un rayon égal à EC , une circonférence qui rencontre 
OG en un point G; menons SG, et SEGF sera L’angle 
triédre demandé. 

En effet, 1° l’angle A S B est un des trois angles proposés ; 
2” si l’on mène EG , cette droite sera perpendiculaire à S A 
(liv. 1 , 14) et les triangles rectangles SEG , SEC auront le 
cété SE commun et le côté EG = EC par construction; 
donc l’angle ESG = ESC, qui est le'second des angles pro- 
posés, et l’hypoténuse SG = SC (g. pl. liv. ii, 7); 3" si l’on 
mène G F, qui sera perpendiculaire à S B ( liv. i, 14) , les 
triangles rectangles SGF, SDF auront l’hypoténuse SG = 
SC = SD et le côté S F commun ; donc GSF = DSF, qui 
est le troisième des angles donnés. 

Kemahque. On a supposé, dans la ligure , que les angles 
ASC , BSD sont aigus : alors le point O tombe dans le sec- 
teur A SB ; la droite EC, ou EC', est plus grande que EO 
et, par suite , le triangle OGE est possible (g. pl. liv. iii , 
prob. 24 , 2°). 

Lorsque les deux angles ASC, BSD sont obtus , le point 
O tombe dans le secteur formé par les prolongements des 
rayons AS , B S : alors on a encore EC> EO ; mais l’égalité 
des angles A SG et ASC, BS G et BSD s’établit par celle de 
leurs suppléments. 

Lorsque les deux angles ASC, BSD sont droits, les trian- ' 
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gles OEG, ÜFG n’existent plus ; mais la perpendiculaire 
élevée au point S, sur le plan ASB , est la troisième arête 
de l’angle solide demandé. 

Enfin, les deux angles ASC, BSD peuvent être l’un aigu 
et J’autre obtus , l’un droit et l’autre aigu , l’un droit et 
l’autre obtus. L’examen de ces cas particuliers ne présente 
aucune difficulté. 


THÉORÈME XVIII. 

L’intersection SD des plans bissecteurs de deux an- 
gles dièdres SA, SB Æun angle trièdre S ABC est le 
lieu géométrique des points, situés dans i angle, à égale 
distance de ses faces. 



1° Tout point 0, pris sur la droite SD, appar- 
tenant au plan bissecteur A SD , est également 
distant des faces ASB , ASC (liv. i, 33) ; ce 
même point O, appartenant au plan bissecteur 
BSD, est également distant des deux faces 
ASB, CSB; donc il est également distant des 
trois faces de l’angle solide S. 

2° Tout point pris dans l’angle S , hors de la droite SD , 
n’étant pas situé à la fois dans les deux plans bissecteurs 
A SD, BSD, n’est pas également distant des trois faces 
ASB, ASC, BSC (liv. 1,33). 

Corollaire. Les trois plans bissecteurs des angles dièdres 
d'un angle trièdre SABC se coupent suivant une même 
droite SD. 


THEOREME XIX. 


Beux tétraèdres sont égaux , lorsqu’ils ont un angle 
solide égal compris entre trois arêtes égales chacune à 
chacune et situées de la même manière. 
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Soit l’angle solide S = T, l’arête 
SA = ÏD, SB=TE,SC = TF. 

Plaçons la première figure sur 
la seconde, de manière que l’angle 
solide S coïncide avec l’angle solide 
'r. En vertu de la supposition, 
l’aréte SA prendra la direction T D et le point A tombera 
au point D; par la même raison, le point B tombera au point 
E et le pointe au point F; donc les deux tétraèdres coïnci- 
deront ; donc ils sont égaux. 



THÉORÈME XX. 


Deux tétraèdres sont égaux, lorsqu'ils ont un angle 
dièdre égal compris entre deux faces égales chacune à 
chacune et situées de la même manière. 



Soit l’angle dièdre A B=DE, 
la face ABC = DEF et la face 
SAB = TDE. 

En vertu de la supposition , 
les deux angles solides A et D 
ont un angle dièdre égal com- 
pris entre deux angles plans égaux chacun à chacun ; donc 
ils sont égaux (2) ; donc les tétraèdresS ABC, TDEF ont un 
angle solide égal compris entre trois arêtes égales chacuné 
à chacune ; donc ils sont égaux (19). 

Remarque. On peut aussi démontrer l’égalité des deux 
tétraèdres , en superposant les figures de manière que la 
base ABC coïncide avec DE F; alors l’angle dièdre AB 
coïncide avec DE, la face SAB avec TDE, et le point S 
tombe au point T ; donc les deux pyramides, ayant la base 
DEF commune et le même sommet T, coïncideront; donc 
elles sont égales. On prouverait de même qu’en général , 
deux pyramides sont égales, lorsqu'eUes ont Un angle dièdre. 
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à la base, égal et compris entre deux faces égales chacune à 
chacune et situées de la même manière. Cela étant, si l'on 
désigne par2n le nombre des arêtes de chaque pyramide, les 
bases seront des polygônes de n côtés, dont l’égalité exigera 
(2» — a) conditions (g. pl. liv. ii, 7 et 9); l’égalité des deux 
angles dièdres à la base et celle des deux faces latérales 
exigeront, en outre, une et deux conditions; ce qui don- 
nera (2w — 3+1+2) ou 2 n conditions pour l’égalité des py- 
ramides proposées. Ainsi le nombre des conditions néces- 
t saires pour l’égalité de deux pyramides de même, espèce 
(déf.36),est égal au nombre des arêtes de chaque pyramide. 

THÉORÈUE XXI. 

Deux tétraèdres sont égaux , lorsqu’ils ont une face 
égale adjacente à trois angles dièdres égaux chacun à 
chacun et situés de la même manière. 

Soit la face ABC = DEF, 
? T l’angle dièdre AB= DE, l’an- 

/l\ /1\ gte dièdre AC = DF et l’an- 

/ 1\ / 1\ g*® dièdre BC = EF. En vertu 

a4~--+-4c D^^—l-Ar de la supposition, les angles 

solides A et D ont un angle 
” plan égal adjacent à deux an- 

gles dièdres égaux chacun à chacun ; donc B AS = E DT(i). 
En considérant les angles solides B et E, on prouvera de 
mèiae que l’angle ABS = DET^ donc les triangles ABS , 
DET ont un côté égal adjacent à deux angles égaux chacun 
à chacun; donc ils sont égaux. Il en résulte que les tétraè- 
dres S ABC, T DEF ont un angle dièdre égal compris entre 
deux faces égales chacune à chacune et situées de la même 
manière ; donc ils sont égaux (20). 

Hbmaruue. L’égalité des deux tétraèdres peut aussi s’éta- 
blir immédiatement par la coïncidence des figures. 
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THÉORÈME XXII. 

Deux tétraèdres sont égaux, lorsqu’ils ont les arêtes 
égales chacune à chacune et situées de la même rna- 

Soit l’arête SA = TD, SB = 

TE, SC = TF, etc. 

Les triangles A SB et DTE, * 
ASCet DTF, BSC et ETF ont 
les trois côtés égaux chacun à 
chacun; donc l’angle ASB = . 
DTE, A SC=D TF, BSC=ETF; 
donc les angles solides S et T ont les trois angles plans 
égaux chacun à chacun ; donc ils sont égaux. Il en résulte 
que les tétraèdres S ABC, T DEF ont un angle solide égal 
compris entre trois arêtes égales chacune à chacune et 
situées de la même manière; donc ils sont égaux (19). 

THÉORÈME XXIII. 

Étant donnés quatre points A, B, C, D, non situés 
dans îin même plan, on peut trouver un autre point éga- ' 
lement distant des quatre premiers , mais on n’en peut 
trouver qu’un seul- 

1" Menons AB, AC, B C, AD ; au point 
O, centre du cercle circonscrit au triangle 
ABC, élevons la droite OH perpendicu- 
laire à son plan, et conduisons le plan M N 
perpendiculaire sur le milieu de AD,- ce 
plan coupera la ligne OH en un point L ; 
car, si le plan M N contenait O H ou lui était 
parallèle , il serait perpendiculaire au plan 



nière. 



Digiiized by Google 



LIVRE ir. 


224 

ABC (liv. 1 , 18); donc la droite AD, abaissée du point A 
perpendiculairement au plan MN, serait située tout entière 
dans le plan ABC (liv. i, 20) et, par suite, les quatre points 
A, B , C , D seraient dans un même plan, ce qui est contre 
la supposition. 

Cela posé, le point L, appartenant à la droite O H, est éga- 
lement distant des points A, B, C (liv. i, 31); ce même 
pointe, appartenant au plan MN, est également distant 
des points A et D (liv. i, 32); donc les quatre distances LA, 
LB, LC, LD sont égales entre elles ; donc L est le point de- 
mandé. 

2” L est le seul point également distant de A, B, C, D. Car 
tout point également distant de ces quatre points appartient 
à la fois à la droite OH (liv. i , 31) et au plan M N (liv,i, .32) 
qui se rencontrent au seul point L. 

CoROLL.viRE 1. On peut trouver un point également distant 
des quatre sommets d’un tétraèdre, mais on nen peut trou- 
ver qu'un seul. 

Corollaire 2. Les six plans perpendiculaires aux milieux 
des arêtes d’un tétraèdre se rencontrent en un même point. 
Car chacun de ces plans passe par le point également dis- 
tant des quatre sommets (liv. i, 32). 

THÉORÈME XXIV. 

Un tétraèdre S ABC étant donné, on peut trouver, 
dans l’intérieur, un point également distant des quatre 
faces; mais on nen peut trouver qu’un seul. 

1“ Divisons en deux parties égales cha- 
cun des trois angles dièdres S A, SB, AB, 
adjacents à une même face A SB: les deux 
premiers plans bissecteurs se rencontrent 
suivant une droite SD (liv. i, 1); le troi- 
sième coupe SD en un point O (ax. 9) qui 
est le point demandé. 
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En efTet, le point 0, appartenant à la ligne SD. est égale- 
ment distant des trois faces ASB, ASC.BSCde l'angle 
solide S (18); ce même point 0, appartenant au plan bissec- 
teur ABO, est également distant des deux faces ASB, 
ABC de l’angle dièdre AB (liv. i, 33] ; donc il est également 
distant des quatre faces du tétraèdre SABC. 

2° 0 est le seul point intérieur également distant des 
quatre faces. Car tout point intérieur également distant 
des quatre faces appartient à la fois à la droite SD (18) et an 
plan ABO (liv. i, 33] qui se rencontrent au seul point 0. 

Corollaire. Les six plans bissecteurs des angles dièdres ' 
<f un tétraèdre se rencontrent en un même point. Car chacun 
de ces plans passe par le point également distant des quatre 
faces (liv. i, 33]. 


THÉORÈME XXV. 


■ Dans tout prisme, tes ba,ses et les sections faites par 
des plans parallèles aux bases sont des polygones 
égaux. 


En effet, les angles E A B, F G H, ayant leurs 
côtés parallèles chacun à chacun et dirigés 
dans le même sens, sont égaux entre eux 
(liv. 1,6]; par la même raison , A BC = G H I , 
BCD= HIK, etc., d’ailleurs les côtés AB, 
G H sont égaux , comme opposés dans un pa- 
rallélogramme ; on a de mêmeBC= HI, CD 
= IK, etc.; donc les polygônes ABCDE, 
FGHIK ont les angles égaux chacun à cha- 
cun et situés dans le même ordre , et les côtés homologues 
égaux ; donc ils sont égaux. On prouverait de même que 
a section abcde parallèle aux bases est égale au polygône 
ABCDE. 
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CoROLt.uRB. Dam tout parallélépipède, les faces oppo- 
sées sont égales (déf. 22, rem. 3). • - 


THÉORÈME XXVI. 

* 

Deux pnsmes sont égaux, lorsqu’ils ont un angle 
dièdre, à la base, égal et compris entre deux faces égales 
, chacune à chacune et situées de la même manière. 

D e d Soit l’angle dièdre GH =ÿ A, 

^ la base FGIIIK = et 
la face latérale A GHB=aghb. 

Plaçons la première figure 
sur la seconde, de manière que 
la base FGH I K coïncide avec 
'i fghik. Puisque l’angle dièdre 
GH = ÿA, le plan de la face 
Â G H B coïncidera avec celui de 
la face aghb; de plus, puisque ces deux faces sont égales , 
l’angle AGH = a^A et l’arête A G = a jr ; donc ces deux 
arêtes coïncideront, et le point A tombera au point a; par 
la même raison , l’arête B H coïncidera avec bh , et le point 
B tombera au point b; cela étant, l'arête CI , parallèle à 
BH, coïncidera avec l’arête c i , parallèle à 6 A (liv. i , 2, cor.) 
et le point C tombera au point c, et ainsi de suite, quelque 
soit le nombre des arêtes latérales ; donc les deux prismes 
coïncideront dans toute leur étendue ; donc ils sont égaux. 

Corollaire 1. Deux prismes droits, de même base et de 
même Imuteur, sont égaux. 

Corollaire 2. Tous les cubes, qui ont un côté égal, sont 
égaux (g. pi. liv.ii, 15, cor. 2). 

Remarque. On voit, par la démonstration précédente, 
que, ‘.in désignant le nombre des arêtes de chacun des pris^ 
mes proposés, leur égalité n’exige que 2a conditions. Mais, 
si l’on considère un polyèdre terminé latéralement par a 
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quadrilatères et , d'autre part , par deux poly^ônes de n 
cfttés, on trouve que n conditions sont nécessaires pour que 
ce polyèdre soit un prisme ou , autrement , pour que les n 
faces latérales soient des parallélogrammes. C’est ainsi que 
le nombre des condiUons nécessaires pour l'égalité de deux 
prismes de même espèce (déf.36) se réduit aux deux tiers 
du nombre des arêtes de chaque prisme , tandis que l'éga- 
lité de deux pyramides, de même espèce, exige un nombre 
de conditions égal à celui des arêtes de chaque pyramide 
(20, rem,). 


' THÉORÈME XXVII. 

Dam tout parallélépiphle, 1° les diagonales se cou- 
pent mutuellement en deux parties égales; 2" la somme 
des carrés des diagonales est égale à celle des carrés des 
arêtes. 


1“ Soient les diagonales AH, CF. Me- 
nons AC et FH ; dans le quadrilatère 
AFHC, les côtés opposés AF, CH sont 
égaux et parallèles ; donc la (igure est un 
parallélogramme, et les diagonales AH , 
CF SC coupent mutuellement en deux 
parties égales. Or ces deux diagonales 
ont été prises arbitrairement; donc les quatre diagonales se 
coupent mutuellement en deux parties égales et en un 



même point O. 

2” Dans le parallélogramme ACHF, on a AH* + CF*= 
2ÂF* + 2ÂC* (g. pl. liv. V, 22 ); dans le parallélogramme 
DEGB , on a, de même, BE* + DG" = 2DE* + 2BD*, ou 
2ÂF* + 2BD* ; donc ÂH* + CF* + II* + DG* = 4 ÀF* 
.+ 2ÂC* + 2BÏ)*; or, dans le parallélogramme ABCD, 
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A + B D* = 2 A B® + 2 A D^ donc 2 A C® + 2 B 1)®= 4 A B^ 
+ donc enfin ÂTl^ + cF+BÎf + UG^= VAÎ'^ 

+ 4ÂB^ + 4Al)*, ce qu’il l'allait démontrer. 

CoRoi.LAiKE 1 . Soient A, B, C les trois côtés d'un parallé- 
lépipède rectangle et D sa diagonale. On aura 4D* = 4A^+ 

4 b"* + i G* ou = A* + B^ + G' donc le carré de la diago- 

nale iVun. paràîlvlépipède rectangle est égal à la somme des 
carrés de ses trois côtes. 

C 0 I 10 I.LAIRE 2. Lorsque A = B = G, le parallélépipède est 

un cube, et l’égalité précédente se réduit à D^ = 3 A*, d’où 
l’on tire D : A : : 1^3 : 1 ; donc le rapport de la diagonale 
d'un cube à son côté est égal à la racine carrée de 3. 

THÉORÈ.UË XXVIII. 

Dam tout poh/edre, le nombre des sommets augmenlé 
du nombre, des faces est égal au nombre des arêtes 
augmenté de deux unités. 

J, , Soit A BG DEF une des faces du po- 

/ iT\' lyèdre proposé, BGGiin une seconde 

Vn ^ U face adjacente à la première , G G D K une 

troisième face adjacente aux deux pre- 
é mières ou à l’une d’elles. Appelons a le 
nombre des côtés du polygône A BG DEF et ,? le nombre de 
ses sommets, a' et s' les nombres de côtés et de sommets 
de BGGHl, non communsàce polygône et au premier, a" 
et s" les nombres de côtés et de sommets de GGDK , non 
communs à ce polygône et à l’un des précédents, etc., on 
aura les relations (i) u=s, (2) a'=s' + 1, (3) a"—s"+i, etc., 
en supposant que les polygônes dont il s’agit forment une 
surface convexe, non fermée et terminée à un seul contour. 
Soit S le nombre des sommets de cette surface, F 1e nombre 
des polygônes qui la composent, et A celui de ses arêtes ou 
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côtés. Ajoutant toutes les égalités (t), (s), (s), etc., qui sont 
en nombre égal à F, et observant que a + a' + a" + etc. , 
=A, i +s'+s"+etc.,=S, on aura la relation A = S + F — 1 
ou S + F = A + 1 ; donc dans tout polyèdre convexe, non 
fermé (déf. 11, rem.) et terminé à un seul contour, le nombre 
des sommets augmenté de celui des faces est égal au nom- 
bre des aréles augmenté d’une unité. 

Cela étant, supposons que S, F et A désignent actuelle- 
ment les nombres de sommets, de faces et d’arêtes d'un po- 
lyèdre fermé. Si l’on supprime une face dans ce polyèdre, 
on obtiendra un polyèdre ouvert , terminé à un seul con- 
tour, et dont les nombres de sommets, de fiices et d’arêtes 
seront S, F — 1 et A. Donc, en vertu de ce qui précède, 
on aura l’égalité S-|-(F — 1) ==A-M et, par suite, S-t-F = 
A + 2, ce qu’il fallait démontrer. 

Hemakque. Soient P et P' deux polyèdres de même espèce 
(déf. 36), S, F et Aies nombres de sommets, de faces et 
d’arêtes de chaque polyèdre , et n, n', n"... les nombres de 
côtés de leurs faces homologues ou situées de la môme 
manière. Afin de déterminer le nombre des conditions né- 
cessaires pour l’égalité de ces deux polyèdres, supposons-lcs 
placés de manière qu’ils aient une face commune, de n côtés, 
et qu’ils soient situés d'un même côté du plan de cette face. 
Cette situation , supposant l’égalité de deux polygônes de 
n côtés, exige 2/i — 3 conditions (g.pl. liv. ii,7ct9): déplus, 
pour que P et P' coïncident , il faut que les S — n autres 
sommets de P aient la même position que les S — n som- 
m»îts homologues de P'; or la coïncidence de deux sommets 
situés hors du plan de la face commune exige 3 conditions 
(20); donc on aura 3 x (S — n) ou 3S — 3» conditions 
qui, jointes aux2« — 3 conditions précédentes , donnent 
(3S — n — 3) conditions. Mais, lorsque deux faces homolo- 
gues, de plus de trois côtés , ont trois sommets communs, 
les autres sommets de ces faces sont nécessairement situés 
dans un même plan ; d’où il résulte que le nombre des con- 
ditions , précédemment obtenues , doit être diminué de 


Digitized by Google 



LIVRE II. 


227 

K— 3) + (w"— 3) + («'"—3) + etc. , ou de -2 A - « — 3 X 
(F— 1), ce qui réduit le nombre demandé à3S + 3F — 2A 

— 6; or S + F=A + 2,.donc 3S + 3F= 3A+6et 3S + 3F — 

2 A — 6 = A. On voit que le nombre des conditions néces- 
saires, pour l’égalité de deux polyèdres de même espèce , 
est égal au nombre A des arêtes de chaque polyèdre. 

THÉORÈME XXIX. 

La somme des angles plans de toutes les faces d'un 
poh/'edre est égale à autant de fois ([uatre angles droits 
(pi il y a de sommets moins deux dans le polyèdre. 

Soient S , F et A les nombres de sommets , de faces et 
d'aréles d’un polyèdre. Si l’on désigne par n, n',n", etc., 
les nombres de côtés de ces différentes faces , par s la 
somme de tous leurs angles plans , et qu’on prenne l’angle 
droit pour unité, on aura s = (2» — 4) + (2n' — 4) + 
(2»" — 4) + etc. (g. pl. liv. U, G), ous = 2(« +?i'+«"+etc.) 

— 4 F. Or, chaque arête du polyèdre étant un côté commun 
à deux faces , on a n + w'+n'' + etc., =2.\; donc .î = 4A 

— 4F = 4 (A— F) ; mais la relation S+F=A+2 (28) donne 
A — F = S — 2 ; donc s=k (S — 2). 

THÉOUK.ME X*XX. 

Deux polygôni-s ou polyèdres P et P', symétrirpies 
par rapport à une droite MN, sont égaux entre eu.v. 

Soient A, B, G , etc. , les sommets du 
polygone ou polyèdre P, et A', B', C', etc., 
les sommets homologues de P'. Concevons 
qne la figure P fosse une demi-révolution 
autour de MN (déf. 49) : dans ce mouve- 
ment, le point A décrira une demi-circon- 
férence et viendra tomber en A'; en même 
temps, le point B tombera en B', le pointe 
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en C', etc. ; donc les deux figures P et P' coïncideront ; 
donc elles .sont égales. 

Remarque 1. On prouverait de même que deux angles , 
symeiriques par rapport à une droite, sont égaux entre eux. 

Remarque 2. H suit de là qu’il n’y a pas lieu de considérer 
les propriétés relatives de deux polyèdres symétriques par 
rapport à une droite. .Aussi , lorsqu’il sera question de po- 
lyèdres symétriques, sans aucune indication de centre, 
d’axe ni de plan de symétrie , on entendra toujours parler 
de deux polyèdres susceptibles d’être placés de manière 
que leurs sommets soient symétriques par rapport à un 
point ou à un plan. 

Il en sera de même des polygônes et des angles symé- 
triques. 


THEOREME XXXI. 


Deux droites AB, A'B', symétriques par rapport à 
un point O ou à un plan AIN, sont égales entre elles. 

1” On a , par hypothèse , OA 
O A', O R = O W (dér. V.3) ; donc 
les cêtés opposés .A R, A' R' du 
quadrilatère A R .A' R' sont égaux 
entre eux (g. pl.liv. n, 19). 

2° En vertu de la supposition , 
les droites A.A^ RR' sont per- 
pendiculaires à MN et divisées 
par ce plan en deux parties égales aux points a et b; donc 
chacun des angles \ab, Tiba est droit. Cela posé, plaçons le 
trapèze .AaèR sur le trapèze A'oôR'de manière que le 
côté ab reste commun aux deux figures; puisque l'angle 
droit Aaà = A'flè, la droite a.A coïncidera aveewA', qui lui 
est égale, et le point A tombera en A'; par la même raison , 
le point R tombera en R'; donc A R coïncidera avec A' R'; 
donc ces deux droites sont égales. 
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Corollaire. Dans deux polf/çânes ou polyèdres symétri- 
ques, les droites qui joignent des sommets homologues 
sont égales. 

Remarque. Les trapèzes Aabli, k'ab'R' étant égaux, les 
droites AB, .\'B' font le même angle avec a b et, par suite, 
avec le plan MN (liv. i, 28, rem.); donc deux droites, symé- 
triques par rapport à un plan, font des angles égaux avec ce 
plan. 

THÉORÈME XXXII. 

• 

Deux Iriangles ABC, A'B'C et en général deux po- 
lygones ABCB, A'B'C'D', symétriques par rapport à 
un point 0 ou à un plan MN,. sont égaux entre eux. 


. J),, ’ 1° En effet , les droites 

1 / \ /à^\ ^ sy niétriques par 

1 rapport au point O ou au 

; i<l r| I '\ plan M N, sont égales (31); 

. V., H _A on a de môme A G = A' G', 

jU |Jb BG = B'G'; donc le trian- 

\ / /\1 ' V>~ : glc ABGest égal au trian- 

li* gle A'B'C'. 

On voit, par la môme démonstration, que deux angles 
A BG, A' B' G', symétriques par rapport àun point O ou à un 
plan MN , sont égaux. 

2° Prouvons d’abord que, si les quatre sommets À,B,G,D 
sont situés dans un même plan, les sommets homologues 
, A', B', G', 1)' seront aussi dans un môme plan. 

Car, si l’on mène les diagonales AG, A' G', on aura 


(1“) l’angle BAD = B'A'I)', BAC = B'A'C', CAI) = 
C'A'])' ; mais, puisque les points A, B, G, D sont dans un 
môme plan, l’angle BA U = BAC + CAD; donc B'A'D'= 
B'A'G' + C'A'])' ; donc les quatre points A', B', G', D' sont 
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aussi dans un mémo plan ; sans quoi , serait le sommet 
d’uir angle trièdre dans lequel on aurait B'A'D' < B'A'C' 

+c'Â'iy (11). 

Cela posé, les deux polygôncs ABCD, A'B'C'D', ayant 
les angles A et A', B et B', etc., égaux chacun à chacun et 
situés dans le même ordre, et les côtés homologues égaux, 
sont égaux entre eux. 

CouOLLAiKE 1. Deux polyèdres et deux angles solides, sy- 
métriques , ont les angles plans homologues égaux (déf.45 
ctW). 

CoRou.AiRE 2. Deux polyèdres symétriques ont les faces 
homologues égales (iiéf.45). 

Remarque. Les droites AB, A'B' se rencontrent en un 
point de oô,sur le planMN (31, rem.) ; il en est de môme 
des droites AC, A' C'; donc l’intersection des plans ABC, 
A' B'C' est située dans le plan MX. Cela étant , si , du pied 
a de A.V, on abai.sse une perpendiculaire «P sur cette in- 
tersection, et qu'on mène les droites A P, A'P, les triangles’ 
rectangles AaP, A'aP auront un angle égal compris entre 
côtés égaux chacun à chacun; donc l’angle «PA =«PA'’; 
or ces deux angles correspondent aux angles dièdres que 
fait le plan MX avec les plans ABC, A'B'C' (liv.i,li.); 
donc/«/;/rtns de deux polygôncs ABCD, A'B'C'D', symé- 
triques parrappqrt à un plan MN, font des angles égaux 
avec le plan de symétrie. 


THÉORÈME XXXIII. 


l)eu.c angles tri'edrcs SABC, S'A'B'C', et en gene- 
ral deux angles polyèdres S ABCA), S'A'B'C'D', sy- 
7nélrigues par rapport à un point O ou à un plan MN, 
ont les angles dièdres homologues égaux et situés dans 
un ordre inverse. 
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l"Lesangle.s 
trièdres SABC,* 
S'A'B'C' ont 
l’anglo plan 
ASB=A'S'B', 
ASC= A'SV, 
BSC =B'S'G' 
(32, cor. 1); 
donc 
dièdre 


l’angle 




SA = 
l’angle 


SB 


S'A', 
dièdre 

S'B' et l’angle dièdre SC = S'C' (fi). D’ailleurs, si l’on 
place la figure SABC sur S'A'B'C' de manière qyc l’angle 
plan A SB coïncide avec A' S' B', l’arête SA coïncidera avec 
S'B' et l’arête SB avec S'A' : alors les angles dièdres égaux 
SA et S'A', SB et S'B' n’auront pas d’arête commune; 
donc ils sont situés dans un ordre inverse. 

2“ Menons les plans S.VC, S'A'C' qui décomposent les 
angles solides proposés en des angles trièdres SABC et' 
S'A'B'C', SACI) et S'A'C' D' symétriques par rapport 
au point O ou au plan MN. En vertu de ce qui précède, 
l’angle dièdre SB=S'B', l’angle dièdre B.\SC=B'A'S'C' et 
l’angle dièdre D.\SC=D'A'S'C'; donc l’angle dièdre total 
SA est égal à l’angle dièdre total S'A' : on a, de même, 
l’angle dièdre SD=S'D', et ainsi de suite. 

CoKULL.viKE. Deux polyèdres symétriques ont les anyles 
dièdres homologues égaux et situes du7is un ordre inverse. 

ItE-UABOUE. Deux polyèdres P et P', symétriques l'un de 
r autre, sont décomposables en un meme nombre do pyra- 
mides triangulaires sytnétriques. 

En effet , si , par un même sommet S du polyèdre P et 
chacune des arêtes non situées dans les faces qui se ren- 
contrent au point S, on conduit un plan ,. ce polyèdre sera 
décomposé en pyramides qui auront pour sommet commun 
le point S et pour bases les différentes faces du polyèdre à 
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j’exceptioü de celles qui forment l'angle solide S. Cela étant, 
concevons qu’on fasse la môme décomposition dans le po- 
lyèdre P', en menant des plans par le sommet S' ho- 
mologue à S : les polyèdres P et P' seront ainsi partagés en 
un môme nombre de pyramides symétriques ; car ces pyra- 
mides auront leurs sommets .symétriques par rapport au 
centre ou au plan de symétrie des polyèdres dont elles font 
partie (déf. 4V). 

Soient SABCl), S'A'B'C'D' deux quelconques de ces 
pyramides; si l'on mène les diagonales AC, A'C', et les 
plans SAC, S' A'C/, les pyramides triangulaires S. \BC et 
S' A'B'C' , SAC!) et S'A'C'l)', ayant leurs sommets symé- 
triques par rapport au point O ou au plan MN, seront sy- 
métriques par rapport à ce point ou à ce plan ; donc , en 
délinitive , les polyèdres P et P' auront été décomposés 
en un môme nombre de pyramides triangulaires symé- 
triques. 

THÉORÈME XXXIV. 

Deux angles solides S et s, sijméh'itives d'un troi- 
sième S' et deux polyèdres P et p, symétriques d’un 
troisième P', sont égaux entre eux. 

1” S et S', étant symétriques l’un de l’autre, ont les an- 
gles dièdres homologues égaux et situés dans un ordre in- 
verse (33), et les angles plans homologues égaux (32, cor. 1). 
Par la môme raison, « et S' ont les angles dièdres homolo- 
gues égaux et situés dans un ordre inverse, et les angles 
plans homologues égaux ; donc S et s ont les angles dièdres 
égaux chacun à chacun et situés dans le môme ordre , et 
les_^angles plans homologues égaux ; donc ils sont égaux 
(2, rem. 2). 

2° P et P', étant symétriques run de l’autre, ont les angles 
dièdres homologues égaux et situés dans un ordre inverse 
* (33, cor.), et les faces homologues égales(32, cor. 2); parla 
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même raison, p et P' ont les angles dièdres homologues 
égaux et situés dans un ordre inverse, et les faces homolo- 
gues égales; donc P et/; ont les angles dièdres égaux chacun 
à chacun et situés dans le môme ordre, et les faces homolo- 
gues égales; donc ils sont susceptibles de coïncider et, par 
suite , égaux entre eux. 

TllÉOIUiME XXXV. 

Dans tout parallélépipède ABCDEFGH, 1“ les 
atujles solides opposés sont symétri({ues l’un de l’autre; 
2° /c />/o7î B G E D, conduit par deux arêtes latérales 
opposées, diuise le iolide en deux prismes triangu- 
laires symétriques l'un de l'autre. 

1” Soient, par exemple, les doux angles 
” solides A et H. Menons les diagonales 
AH, BE, ÜG, FC qui se rencontrent au 
môme point O et sont divisées par ce point 
E en deux parties égales (-271, de sorte qu’on 
a OA = OU. OB = OE, 01) = OG, OF 
== OC ; donc les sommets A et H des deux 
angles solides, et les extrémités B et E, D et G, F et C des 
droites AB et EH, A 1) et GH, AF et CH, prises sur leurs 
arêtes à partir des sommets, sont symétriques par rapport 
au point 0 ; donc les angles solides A et H sont symétriques 
l’un de l’autre par rapport à ce point (déf. i6). 

2° Les deux prismes A B 1) EFG, BCDFGH, ayant leurs 
sommets A et H, B et E, 1) et G, E et B, etc., symétriques 
par rapport au point 0, sont symétriques par rapport à ce 
point (déf. 42). 

Remarque. On voit aussi que les pyramides 0.\BCD et 
OFIFGH, OABGF ctOCDEH sont symétriques l’une de 
l’autre par rapport au point 0. 
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LES TROIS CORPS RONDS. 

DÉFINITIONS. 

1 . La sphère peut être considérée comme 
un solide engendré par un demi-cercle AC B 
qui fait une révolution entière autour de 
son diamètre AB (prihe. déf. 22). 

Dans ce mouvement, la demi-circonfé- 
rence A CB décrit la surface de la sphère. 

2. Toute droite , qui a ses extrémités sur la surface de la 
sphère, est une corde. 

3. Toute corde, qui passe par le centre de la sphère, est 
un diamètre. 

REM A 11 QI.E. Tous les diamètres de la sphère sont doubles 
du rayon et, par suite, égaux entre eux. 

La section faite dans la sphère, par un plan <|ui passe 
par le centre, est un grand cercle. 

5. Le quart de la circonférence d’un 'grand cercle s’ap- 
pelle quadrant. 

6. La section faite dans la sphère , par un plan qui ne 
passe pas par le centre, est un petit cercle. 

7. On nomme pôle d’un cercle de la sphère, un point do 
la surface, tel que tous les arcs de grand cercle , menés de 
ce point à la circonférence du cercle proposé , sont égaux 
entre eux. 

8. Décrire une circonférence , (T un point pris sur la sur- 
face de la sphère, comme pôle, avec une corde égale « une 
droite donnée, c’est tracer, sur la surface de cette sphère , 
une circonférence telle que toutes les cordes, menées de ce 
pointa la circonférence, soient égales à la droite donnée. 

9. L’angle de deux arcs AB, AC, qui se rencontrent sur 
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la sphère, est l’angle S Aï des tangentes 
menées à ces arcs par leur point de ren- 
contre. - ■ 

Ce point est le sommet de l’angle. Les 
arcs A B, A C en sont les côtés. 


10. On nomme /wi-crtM sphériïjue , la partie de la surface 
de la sphère, comprise entre deux demi-circonférences de 
grand cercle, terminées aux extrémités d'un môme diamètre. 

11. L'angle d’un fuseau est celui des deux arcs qui le 
terminent. 


12. On nomme onglet sphérique , la partie de la sphère 
comprise entre deux plans qui se rencontrent suivant, un 
diamètre. 

13. L’angle de ces plans est Vangle de l’onglet. 

14. La partie de la surface d’une sphère, terminée par plus 
de deux arcs de grand cercle , s’appelle polygône sphérique. 

Ces arcs sont les côtés du polygône. On les supposera tou- 
jours plus petits qu’une demi-circonférence. 

15. Un angle solide et un polygône sphérique sont cor- 
respondants l’un à l’autre, lorsque l’angle solide a pour 
arêtes les rayons menés aux sommets du polygône. 

16. Un triangle sphérique est rectangle, isosccle, équila- 
laiéral, dans les mômes cas qu’un triangle rectiligne. 

17. Un triangle sphérique est bircclangle ou trireclangle, 
selon qu’il a deux ou trois angles droits. 

18. Un triangle sphérique est polaire d’un autre triangle, 
lorsque les sommets du premier sont les pôles des côtés du 
second. 

RE.MAROUE. On suppose qu’on prend pour pôle de chaque 
côté d’un triangle, celui qui est situé sur le môme hémisphère 
que ce triangle, par rapport à la circonférence dont ce côté 
fait partie. 

19. La pyramide sphérique est un solide compris sous un 
polygône sphérique, et les secteurs circulaires qui ont pour 
bases les dilférents côtés du polygône et pour sommet com- 
mun le centre de la sphère. 
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20. Ce polygône est la base de la pyramide. Le centre de 
la sphère en est le sommet. 

21. Une pyramide sphérique est birectangle ou trireclan- 
(jle, selon que sa base est un triangle biredangle ou trireç- 
tangle. 

22. Tout polygône sphérique, situé entièrement d’un 
môme côté du plan de l’un quelconque de ses côtés, est 
convexe. 

Ainsi, tout polygône sphérique, correspondant à un an- 
gle solide convexe, est un polygône convexe. 

23. Une pyramide sphérique est convexe, lorsqu’elle a 
pour hase un polygône convexe. 

2h. Deux polygônes sphériques, situés sur la môme sphère 
ou sur des sphères égales, sont symétriquesVan de l’autre, 
lorsqu'ils correspondent à des angles solides symétriques. 

25. Deux pyramides sphériques, situées dans la môme 
sphère ou dans des sphères égales , sont symétriques l’une 
de l’autre, lorsqu’elles ont pour bases des polygônes symé- 
triques. 

26. Une droite est inscrite dans une sphère, lorsqu’elle a 
ses extrémités sur la surface de la sphère. 

2”. Un polyèdre inscrit, est celui dont tous les côtés sont 
inscrits dans la sphère. 

28. Une sphère est circonscrite à un polyèdre , quand le 
polyèdre est inscrit dans la sphère. 

29. Une ligne droite et une sphère sont tangentes, lors- 
qu'elles ont un seul point commun. 

30. Un plan est tangent à une sphère , lorsqu’il rencontre 
sa surface en un seul point. 

31. Une ligne droite est normale ou oblique à une 
sphère, en un point de sa surface, selon qu’elle est perpen- 
diculaire ou oblique au plan tangent mené par ce point. 

32. Deux sphères sont , lorsque leurs surfaces 

ont un seul point commun. 

3.3. Un polyèdre est circonscrit à une sphère, lorsque 
chaque face du polyèdre est tangente à la sphère. 
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34. llnc.sph»;ie est inscrite dans un polyèdre, lorsque le 
polyèdre est circonscrit à la sphère. 

35. On appelle sdne, la partie de la surface d’une sphère, 
comprise entre deux plans parallèles. 

36. Les bases d’une zône sont les deux circonférences 
qui la terminent. 

Remarque. Lorsqu’un des deux plans parallèles est tan- 
gent à la sphère, la zône n’a qu’une base. 

37. On nomme segment sphérique , la partie de sphère , 
comprise entre deux plans parallèles. 

38. Les bases d’un segment sont les deux cercles qui le 
terminent. 

Remarque. Lorsqu’un des deux plans parallèles est tan- 
gent à la sphère, le segment n’a qu’une base. 

39. La hauteur d’une zône ou d’un segment sphérique 
est la distance des deux plans parallèles qui comprennent la 
zône ou le segment. 

40. Le cylindre est un solide engendré par un rectangle 
ABGD qui fait une révolution entière autour 
d’un de ses côtés. 

41. Le côté immobile AB est l’a,re du cy- 
lindre. 

42. Les bases du cylindre sont les cercles 
^ décrits par les côtés A Ü, BC, perpendicu- 
laires à l'axe. 

43. La hauteur du cylindre est la distance des deux 
bases. 

44. La surface latérale du cylindre est la surface décrite 
par le côté CD parallèle à l’axe. 

45. Le cône est un solide engendré par un triangle rec- 
s tangle A OS qui fait une révolution entière 

autour d'un des côtés de l’angle droit. 

46. Le côté immobile SO est l’«.re ou la 
hauteur du cône. 

47. La base du cône est le cercle engendré 
par le côté A O perpendiculaire à l’axe. 




DigilizGC iiy Google 


238 CÉO.MÉTBIE PE i.’espace. ■ » 

i8. Le côté du cône est t'hypoténuse du triangle généra- 
teur. 

W. Le sommet du cône est le point de rencontre de la 
hauteur et du côté. 

50. surface latérale d’un cône est la surface décrite 
par l’hypoténuse SA du triangle générateur. 

51. l’n plan est tangent au cylindre ou au cône, lorsqu’il 
rencontre la surface du solide suivant une seule génératrice. 

THÉORÈME PREMIER. 

Le centre 0 île la sphère est le seul point duquel on 
puisse mener à des points de la surface, non situés dans 
un même plan , plus de trois droites égales entre elles. 

jj Car si les droites PA, PB, PC, PD, nie- 

^^T''nç d’un point P, autre que le centre de la 

/ '' \ sphère, à des points de la surface non situés 

dans un môme plan , étaient égales entre 
elles , il y aurait deux points O et P situés 
chacun à égale distance des quatre points A, 
B, C, D; ce qui est impossible (liv. ii, 23). 

Corollaire. Une sphère n'a qu'un seul centre. 

THÉORÈME II. 

'Toute section , faite dans la sphère par un plan , est 

1° Soit ABC une section faite par un 
plan qui passe par le centre. Toutes les 
droites OA , OB, OC, etc., menées au 
contour de la section , sont égales entre 
elles (princ. déf. 22); donc la surface ABC 
est un cercle qui a même centre et même- 
rayon que la sphère. 


un cercle. 
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2® Soit ABC une section qui ne contient pt^is le centre de 
la sphère. Abaissons la perpendiculaire OP sur le plan de la 
section; puis, menons les rayons O A, O B, OC, etc., à dilTé- 
renls points de son contour ; tous ces rayons sont des obli- 
ques égales; donc PA = PB = PC , etc. (liv. i, 29, cor.) ; 
donc la surface ABC est un cercle décrit du point P, comme 
centre, avec le rayon PA<OA. 

Corollaire 1. Tous les grands cercles sont égaux entre 
eux. Car ils ont pour rayon celui de la sphère. 

Corollaire 2. Deux grands cercles se coupent mutuelle- 
ment en deux parties égales. Car leur intersection est un 
diamètre commun aux deux cercles. 

Corollaire 3. La droile , qui joint le centre de la sphère à 
celui d'un petit cercle, est perpendiculaire au plan du cercle. 

Corollaire i. Par deux points .\ et B, pris .sur la surface 
de la sphère, on peut faire passer une circonférence de grand 
cercle. Car on peut faire passer un plan par ces deux points 
et le centre de la sphère (ax. 3). 

JtEMARQLE 1. Lorsque les points A et ft sont en ligne 
droite avec le centre de la sphère, on peut faire passer une 
infinité de grands cercles par ces deux points ; mais , dans 
le cas contraire ,x)ii n’en peut faire passer qu’un (princ. 1). 

UE.MMiyiE2. Lorsqu’il sera question de l’arc de grand 
cercle qui joint deux points A et B, non situés aux extré- 
mités d’un même diamètre de la sphère, on entendra parler 
du plus petit des deux arcs de grand cercle , qui se termi- 
nent à ces deux points. 

TllèOKÊ.ME III. 

Vue U(jne. droite, menée comme, on voudra, ne peut 
rencontrer la surface de la sphere en plus de deiu: 
points. 

Par cette droite et un point intérieur à la sphère, menons 
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un plan, qui coupera la sphère suivant un cercle (2). La 
droite proposée, étant située tout entière dans ce plan , ne 
peut rencontrer la surface de la sphère qu’en des points de 
la circonférence du cercle , c’est-à-dire en plus de deux 
points (g. pl. liv. 111,1). 

Kemakque. On voit de même que toute corde est intérieure 
à la sphère, et que le diamètre est la pins grande ligne 
droite qu'on puisse inscrire dans la sphère (g. pl. liv. lli, 
let 10). 

THÉORÈME IV. 


Tout plan BAC, perpendiculaire à l'extrémité d’un 
rajonOA, est tangent à la sphère; et réciproquement, 
le rayon OA, mené au point de contact, est perpendi- 
culaire au plan langent. 


7 ^ 


\"I! 


1° Toute oblique OD étant plus grande 
que la perpendiculaire OA (liv. i, 28), le 
point D est situé hors de la sphère ; donc 
le plan BAC n’a que le point A commun 
' avec la surface de la sphère ; donc il est 
' tangent. 

2“ Puisque le plan BAC est tangent, tous ses points, 
excepté A, sont situés hors de la sphère ; donc si l’on mène, 
du point O au plan BAC, une droite OD différente de O A, 
on aura OA<OD; donc OA est perpendiculaire au plan 
BAC (liv.i, 28). 

Remarque. On prouverait de même que toute droite, per- 
pendiculaire à l’extrémité d'un ragon, est tangente à ta 
sphère; et que, réciproquement, le rayon, mené au point de 
contact d’une tangente, à la sphère , est perpendiculaire sur 
la tangente. 

Corollaire I. Par un point A , situé sur une sphère, on 
ne peut mener qu’un sent plan tangent. Car si l’on pouvait 
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en mener deux, ils seraient perpendiculaires à l’extrémité 
du même rayon OA , ce qui est impossible (liv. i, 8). 

Corollaire 2. Toutes les tangentes à la sphère, menées 
par un même point k , sont situées dans le plan tangent en 
ce point (liv. i, 8, cor. 2). 

Corollaire 3. Toute droite, menée par le centre, est une 
normale à la sphère (déf. 31) ; et réciproquement,' toute nor- 
male à la sjihère passe par le centre (liv. 1, 10). 

Corollaire 4. La perpendiculaire, abaissée du centre sur 
le plan tangent, passe par le point de contact (liv. i, 12). 

Corollaire 5. Deux plans ta7igents aux extrémités d'un 
même diamètre sont parallèles (liv. I, 9, cor. i)', et récipro- 
quement , lorsque deux plans tangents sont' parallèles , la 
corde qui joint les points de contact est un diamètre (g. pl. 
liv. III, 4). 


THÉORÈME V. 

Tout grand cercle A CB divise la sphère et sa surface 
en deux parties égales. 

En effet, si l’on place la zône MAC B sur 
la zéneNACB, de manière que la circon- 
férence ACB soit commune aux deux figu- 
res, tous les points de la zéneM.\CB, étant 
situés à une distance du centre O égale au 
rayon de la sphère , tomberont sur la zône 
N ACB (princ. th. 5. rem.). 

THÉORÈME VI. 

Dans la meme sphère ou dans des sphères égales, 
deux cordes égales AB, DK .von/ également éloignées 
du centre ; et réeiprngnement. 

ifi 
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Spienl O et C les centres 
! \ des deux sphères; la per- 

( ) pendiculaire OP, sur Â6, 

5 est égale à la perpendicu- 

laire CQ, sur DE. 

Menons les plans A OB, C DE qui couperont les sphères 
suivant des cercles de môme rayon (2) les cordes égales 
AB, DE sont également éloignées des centres O et G de 
ces deux cercles (g. pl. liv. iii, 13) ; donc OP = CQ. 

On prouverait de même que, lorsque la perpendicu- 
laire OP =CQ, la corde AB = DE. 

CouoLLAiBE. Dan$ la même sphère ou clans des sphères 
égales, deux cercles égaux A MB, DNE sont également éloi- 
gnes du centre; et réciproquement. Car soient P et Q les 
centres des deux cercles , AB et DE leurs diamètres; me- 
nons OP et CQ. La droite OP est perpendiculaire au plan 
AMB (2, cor. 3)et, par suite, au diamètre AB; pareillement, 
la droite CQ est perpendiculaire au plan DNE et au dia- 
mètre DE ; or A B = DE, par hypothèse ; donc la distance 
OP = CQ. 

On prouverait de même que, lorsque la distance OP = 
CQ, le cercle AM B est égal au cercle DNE. 


THUOREME XHI. 


Dans la même splihc ou dans des sphères égales , de 
deux cordes inégales la plus grande est la moins éloi- 
gnée du centre; et réciproejuement. 


( 

H-, 


\ Soit AB>DE; on aura 

\ \ OP<CQ. 

) ( f I Car, en faisant la même 

construction que dans le 


théorème précédent, on 
aura, dans des cercles égaux , la corde AB>DE et, par 
suite, OP <CQ (g. pl. liv. ni, IV). 
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On prouverait de même que , lorsque la distance O P est 
plus petite que CQ, ta corde AB est plus grande que DE. 

CoHoi.LAiBE. Dans la même sphère ou dans des sphères 
égales, de deux cercles inégaux le plus grand est le moins 
éloigné du centre; et réciproquement. 


THÉORÈME VIII. 


Étant donnés quatre points A, B, C, D non dans un 
même plan, on peut décrire une sphère (pii passe par 
ces points; mais on n’en peut décrire qu’une. 


A 

/.O 


1° Soit O le point également distant des 
quatre points donnés A , B, C , D (liv.ii, 23) : 
si l’on décrit une sphère qui ait le point O 
pour centre et OA pour rayon , la surface de 
cette sphère contiendra les points A, B, C, 1). 
2° Supposons qu’une seconde sphère passe 
■ c par les points A , B , C , D : son centre sera 

situé au point O, qui est également distant de ces quatre 
points (iiv. 11,23); donc les deux sphères, ayant même cen- 
tre et même rayon, ne formeront qu’une seule et même 
sphère. 

Corollaire. On peut circonscrire une sphère à un télratidre 
ABCD; mais on n’en peut circonscrire qu’une. 


THÉORÈME IX. 

Dans toute pyramide triangulaire S ABC, on peut 
inscrire une sphère ; mais on tien peut inscrire qu’ upe. 

1° Soit O le point situé dans l'intérieur de la pyramide à 
égale distance de scs faces (liv. ii , 2i) : abaissons de ce 
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point les perpendirulaires OM , ON, OP, 
OQ sur les plans SAB, SAC, SBC, ABC; 
on aura OM = ON = OP = OQ; donc, si 
l’on décrit une sphère qui ait pour centre le 
point O et O M pour rayon , elle passera par 
les points M , N, P, Q et sera la sphère de- 
mandée ; car chacune des faces de la pyra- 
mide, perpendiculaire à l’extrémité d’un rayon, est tan- 
gente à la sphère (4). 

2“ Supposons qu’une seconde sphère soit inscrite dans la 
pyramide S ABC. Les rayons menés du centre de cette 
sphère aux points de contact seront perpendiculaires aux 
quatre faces (4) ; donc elle aura pour centre le point O qui 
en est également distant (liv. ii, 24) ; donc les deux sphères, 
ayant môme centre et môme rayon , ne formeront qu’une 
seule et même sphère. 



THÉORÈME X. 


D’un point A, situé hors d’une sphère: \° on peut 
mener deux normales qui se terminent à la surface de 
la sphère; 2 “ on n’en peut mener que deux. 



1“ La droite AO, menée par le point 
A et le centre de la sphère , rencontre 
sa surface en deux points B et C (ax. 
11 et 5), et les droites AB, AC sont 
des normales (4, cor. 3). 

2" Toute droite AD, menée par le point A dans une au- 
tre direction que AO, ne contient pas le centre de la 
sphère et, par suite, est une oblique (4, cor. 3); donc AB, 
.\C sont les seules normales qu’on puisse mener du point A. 
Remarque 1. On voit de même que : d'un point A, situe 
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entre le centre et la surface ‘de la sphère , on peut mener 
deux normales , mais on n'en peut mener que deux. 

KE.MAnQL'E2. On prouverait aussi, comme en géométrie 
plane (liv.in, 2t), que : lorsque d'un point A , situé hors de 
la sphère, on mène une normale et differentes obliques exté- 
rieures à la sphère, et qu'on joint tes pieds des obliques à 
celui de la normale , par des arcs de grand cercle; 1° la nor- 
male est plus courte que toute oblique; 2” deux obliques, 
dont les pieds s'écartent également de la normale, sont éga- 
les; 3“ de deux obliques, celle dont le pied s'écarte le moins 
de la normale est la plus courte. 

Il en serait de même des théorèmes relatifs au cas où la 
normale contient le centre du cercle, et à celui où le point 
A est situé entre le centre et la surface de la sphère (g. pl. 
liv.iii, 21, rem.). 


THÉORÈME XI. 


Deux sphères, qui ont un point A commun sur la 
ligne des centres, sont tangentes, extérieurement ou 
intérieurement, selon que ce point est situé entre les deux 
centres ou sur un îles prolongements de la droite OC 
qui les joint. 



1° Joignons le centre O à un point 
quelconque B de la sphère CA. L’oblique 
OB est plus grande que la normale OA 
(10, rem. 2); donc le point B est exté- 
rieur à la sphère OA; on prouverait de 
môme que, à l’exception du point A, tout point D, pris sur 
la sphère O A , est extérieur à la sphère C A ; donc les deux 
sphères se touchent extérieurement. 

2" La démonstration est la môme que dans le cas de deux 
circonférences qui ont un point commun sur un des prolon- 
gements de la droite qui joint les centres (g.pl.liv.ui,22). 
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THÉOnÈME XII. 

Les surfaces de deux sphères, qui ont un point A 
commun hors de la ligne OC des centres, se coupent 
suivant une circonférence dont le plan est perpendicu- 
laire à la ligne des centres, et qui a son centre sur 
cette ligne. 



Menons le plan A OC qui coupe 
les sphères suivant les circonfé- 
rences de grand cercle, A BD, AEF, 
Ces circonférences, se rencontrant 
au point A , auront un second point 
commun A' symétrique de A par 
rapport h OC (g.pl.liv.iii, 23), et se couperont mutuelle- 
ment en chacun de ces points (g.pl.liv.iii, 29, cor.). Cela 
étant, menons la corde AA', perpendiculaire sur OC en un 
point P (g. pl. liv.iii , 24), et concevons que les demi-cer- 
cles BAD)BAF tournent simultanément en faisant une 
révolution entière autour de OC; dans ce mouvement , les 
demi-circonférences BAD, EAF engendreront les surfaces 
des sphères et le point A décrira une circonférence commune 
à ces surfaces, qui aura pour centre le point P, la droite AP 
pour rayon , et dont le plan sera perpendiculaire à OC(liv. 
1 , 8 , cor. 2 ). 

CoiiOLLAiRE 1. La ligne BMC, décrite sur la surface de la 
sphère par ^extrémité B d’une corde mobile 
AB, dont Vautre extrémité est fixe, est une 
circonférence qui a son plan perpendicu- 
laire au diamètre AO, mené par cette ex- 
trémité. Car BMC peut être considérée 
comme l’intersection des surfaces de la 
sphère OA et d’une sphère qui aurait le point A pour rentre 
et la corde AB pour rayon. 

CoROLLAiHE 2. Lorsque deux sphères se touchent, soit in- 
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lcrieurement , soit extérieurement , la ligne des centres passe 
par le point de contact. Car si le point de contact était situé 
hors de cette ligne, les deux sphères se couperaient, ce qui 
est contre la supposition. 

Kemauque. Les relations entre la distance des centres et 
les rayons* de deux sphères tangentes extérieurement ou 
intérieurement , extérieures ou intérieures l’une à l’autre 
sans que leurs surfaces aient aucun point commun, ou qui 
se coupent, sont les mêmes que celles qui existent, dans les 
mômes cas de positions relatives, entre la distance des cen- 
tres et les rayons de deux cercles situés dans un même plan, 
et se démontrent de la môme manière. Ainsi 1° lorsque la 
distance des centres est égale à la somme ou à la différence 
des rayons , les deux sphères se touchent extérieurement ou 
intérieurement; et réciproquement (g. pl. liv. ni, 25 et 26). 
2* Lorsque la distance des centres est plus grande que la 
somme des rayons ou plus petite que leur différence, lesdeux 
sphères sont extérieures ou intérieures l’une à l’autre sans 
que leurs surfaces nient aucun point commun; et récipro- 
quement (g. pl. liv. 111,27 et28). 3° Lorsque ta distance des 
centres est plus petite que lu som me des rayons et plus grande 
que leur différence, les deux sphères se coupent; et récipro- 
quement (g. pl. liv. III, 29). 

TnÉORÈXIE XllI. 

Tout cercle A CB de la sphère a deux pâles, qui sont 
les extrémités du diamètre PQ perpendiculaire à son 
plan. 


jl. _ En cITet, le point P, appartenant i la 

^ , , ii\ perpendiculaire menée par le centre du 

/ /' O '• 1 “ s®” (2, cor. 3), est éga- 

\ lement distant de tous les points A, B, C, 

etc., de la circonférence du cercle (liv. i, 31); 
9 donc les cordes PA, PB, PC, etc., sont 


Digitized by Google 



2iS GËU.MÉTKIH DE L' ESPACE. 

toutes égales entre elles; donc les arcs de grand cercle, 
PA, PB, PC, etc., sous-tendus par ces cordes, sont aussi 
égaux entre eux (g. pl. liv. iii, 11); donc le point P est un 
pôle du cercle ACB (déf. 7). 

On prouverait de même que le point Q est aussi un pôle 
de ce cercle. 

Remakque. Tout pointu de la surface de la sphère, situé 
hors du diamètre PQ, n’élant pas également distant de tous 
les points de la circonférence ACB (liv. i, 31), les arcs de 
grand cercle , menés de ce point à cette circonférence , ne 
sont pas tous égaux entre eux (g. pl. liv. in, 12) ; donc le 
point R n’est pas un pôle du cercle ACB; donc P et Q sont 
les seuls pôles du cercle proposé. 

Corollaire 1. Le plan de toute circonférence AB P de 
grand cercle, menée par l’un des pôles d’un cercle quelconque 
ACB, est perpendiculaire au plan de celui-ci. Carie dia- 
mètre PQ perpendiculaire au plan ACB, ayant deux points 
O et P dans le plan A B P, y est situé tout entier. 

Corollaire 2. Toute circonférence de grand cercle , 
dont le plan est perpendiculaire à celui d'un cercle quel- 
conque ACB, contient les pôles de ce cercle. Car le plan 
ABP contient le diamètre PQ perpendiculaire au plan ACB 
(liv. 1,20). 

Corollaire 3. Deux cercles parallèles ont les mêmes pôles. 
Car le diamètre de la sphère , perpendiculaire au plan de 
l’un des cercles, est perpendiculaire à l’autre (liv. i, 15). 

Corollaire 4. llèciproqxiement , deux cercles , qui ont un 
pôle commun , sont parallèles. Car leurs plans sont perpen- 
diculaires au diamètre mené par ce pôle. 

théorème XIV. 

_ Tout arc de grand cercle, PA, mené du pôle d’un 
grand cercle ACB à sa circonférence, est un qua- 
drant. 
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En effet , le rayon 0 1* mené au pôle, 
étant perpendiculaire au plan AC B (13), 
est perpendiculaire à la droite AO qui * 
passe par son pied dans le plan ; donc 
AO P est un angle droit au centre du 
cercle A BP; donc l’arc PA, correspon- 
dant à cet angle, est un quadrant (déf. 5). 

Uejiaiique. Réciproquement ,4a circonférence AC B, dé- 
crite du point P comme pôle (a, cor. i) , avec une corde 
égale à celte d’un quadrant , est une circonférence de grand 
cercle. Cartons les arcs de grand cercle, PA, PB, PC, etc., 
menés à la circonférence AC B, sont des quadrants et, par 
suite, chacun des angles AOP, BOP, COP, etc., corres- 
pondants à ces arcs, est un angle droit; donc toutes les 
droites OA , OB, OC, etc., sont dans un même plan ACB 
perpendiculaire au rayon PO (liv. i, 8, cor. 2) ; donc ACB 
est une circonférence de grand cercle (déf. 4). 



THÉORÈME XV. 


L'angle S AT de deux arcs de grand cercle, ACB, 
ADB, est égal à l'angle plan correspondant à l’angle 
dièdre formé par les plans des deux cercles. 


En effet, les tangentes AS, AT (déf. 9) 
sont des perpendiculaires menées en un 
même point A de Tarôte AB (g. pl. liv. iii, 
3) dans les faces de l’angle dièdre CABD; 
donc S AT est Tangle plan correspondant 
“ à cet angle dièdre (liv. i, déf. 4). 

Couoi.LAinE. Les angles d" un polggône sphérique sont les 
angles plans correspoirlanls aux angles dièdres de l'angle 
solide qui correspond au polygone (déf. liet 15). 


V 
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. THÉORÈME XVI. 

Par nn point A, pris comme -on voudra, sur la sur- 
face de la sphère , on peut mener une circonférence de 
grand cercle, perpendiculaire à une circonférence de 
* grand cercle donnée MNP. 

Par !a droite AO, qui joint le point 
A au centre de la sphère, menons un 
plan perpendiculaire à celui du cercle 
P MIS'P {liv.i, 22); ce plan coupera la 
surface de la sphère , suivant une cir- 
conférence de grand cercle, ABC, qui 
sera perpendiculaire à la circonférence 
MA' P (15). 

Remarqce. Lorsque le point A n’est pas l’un des pôles du 
cercle MNP, la droite AO est oblique au plan MNP (13), 
et la circonférence ABC est la seule qu’on puisse mener, 
par le point A, perpendiculairement à la circonférence 
donnée (liv. i,22). Mais, lorsque le point A est un des pôles 
du cercle M N P, toute circonférence , menée par ce point , 
est perpendiculaire à MNP (liv. i, 18). 

CoROLLAïuE 1. Lorsqu’un point A, pris sur la surface de 
la sphère, hors d'une circonférence de grand cercle, MNP, 
n'est i>as l’un des pôles de cette circonférence, on peut abais- 
ser, de ce point , deux arcs de grand cercle , AB, AC , q^er- 
pendicnlaires à celte circonférence; mais on n’en peut abais- 
ser que deux. 

Corollaire 2. Tous les arcs de grand cercle , menés de l’un 
des pôles d'un grand cercle à sa circonférence , sont per- 
pendiculaires à cette circonférence. 

THÉORÈME XVII. 

Lors(piun arc AB de grand cercle, plus petit qu’un 
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quadrant, est mené d'un point A, pris sur lu surface 
de la sphere , perpendiculairement à une circonférence 
de grand cercle , et qu'on mène, du même point, plu- 
sieurs airs obliques AC, AD, AE : 1“ l'arc perpendi- 
culaire est plus court que tout arc oblique AC,- 2” dcu.'c 
arcs obliques AC, AD, dont les pieds s'écartent égale- 
ment de l'arc perpendiculaire, sont égaux ; 3° de deux 
t, arcs obliques AC , AE, celui, dont le pied s'écarte le 
moins de l'arc perpendiculaire , est le plus petit. 

1” L’arc AB étant perpendiculaire à 
la circonférence OB, le pied de la per- 
pendiculaire AP, aliaissée du point A 
sur le plan de cette circonférence , est 
situé sur le diamètre BB' (liv. i ,20) ; 
donc la droite PB est normale è la cir- 
confôrc’nce OB, et les droites PC, PI), 
PE sont obliques à la même circonfé- 
rence; donc PB<PC (g. pl. liv. III, 21); donc la corde AB 
est plus courte que la corde AC (liv. i,28) et , par suite , 
l’arc A B est plus petit que l’arc AC. 

2" Puisque BC = BD, l’oblique PC = PD et, par suite, la 
corde A C = A D (liv. i, 29) ; donc l’arc A C = A D. 

3” Puisque BC<BE, l’oblique PC est plus courte que 
PE, et, par suite, la corde AC est plus courte que AE; 
donc l’arc AC est plus petit que l’arc AE. 

Remarque. Si l’on prolonge les arcs AB, AC, AD, AE 
jusqu’à la rencontre de la circonférence OB, aux points 
B', C/, I)', E', l’arc AB' sera plus grand qu’un quadrant, la 
normale PB' contiendra le centre O, et on prouvera, comme 
précédemment, que: 1° l'arc AB', perpendiculaire à la cir- 
conférence OYi . est plus grand que tout arc oblique AC'; 
YL" deux arcs obliques AC', AD', dont les pieds s écartent 
également de l'arc perpendiculaire , sont égaux; 3“ de deux 
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(lies obliques KÇ/, AE', celui dont le pied s'écarte le moins 
de l’arc perpendiculaire, est le plus grand. 


THÉORÈME XVIII. 




Dans tout triangle sphérifjue ABC, un côté rjuelcon- 
(jue AB est plus petit r/ue la somme des deux autres , 
et plus grand que leur différence. 



Soit O ABC l’angle solide correspondant 
au triangle proposé (déf. 15). Les côtés 
AB, AG, B C sont les arcs correspondants 
aux angles plans AOB, AOC, BOG dans 
des cercles égaux ; or, dans l'angle trièdre 
O OABC, on a l’angle planAOB<AOC 

+ BO.C, et AOB >AOC— BOG (liv. n, 11); donc on aura 
de même le côté AB<AC+BC,et AB>AC— BC (g. pl. 
liv. III, 7). 


f 


THÉORÈME XIX. 

La distance d’un point à un autre , sur la surface de 
la sphère, est V arc de grand cercle, AB, qui joint ces 
deux points. 


Il est évident que, parmi toutes les lignes 
qu’on peut mener du point A au point B, 
sur la surface de la sphère, il en est au 
moins une qui n’en admet pas de plus 
courte qu’elle; donc, si l’on prouve que 
toute ligneALMNPB, autre que l’arc 
AB, en admet une plus courte qu’elle , il s’ensuivra que cet 
arc sera la plus courte de toutes. 

Pour cela, prenons, sur l’arc A B , entre A et B, un point 



Digitized by Google 



LIVRE III. 


253 


C situé hors de la ligne ALMN PB; du point A comme pôle, 
avec un# corde égale à celle qui sous-tend l’arc AC , décri- 
vons une circonférence (12,cor. 1) qui rencontrera la ligne 
ALMNPB en un point M (ax. 11) ; puis, menons les arcs de 
grand cercle, AM, BM. Dans le triangle ABM, on a AB 
<AM + BM(18); retranchant d’une part AC et d’autre 
part AM, il reste BC<BM; donc , si du point B comme 
pôle, avec la corde BC, on décrit une circonférence, la ligne 
M N P B rencontrera cette circonférence en un point N placé 
entre M et B (ax. 11). Cela étant, concevons que le secteur 
AOM et la ligne A 1. M tournent simultanément autour de 
AO : puisque l’arc AM = AC, le point M tombera au point 
C et la ligne ALM, dont tous les points sont situés à une 
distance du centre O, égale au rayon O A , sera tracée de A 
en C sur la surface de la sphère. Pareillement, puisque l’arc 
BN = BC, on pouiYa faire en sorte que la ligne BP N joigne 
le point B au point C. Il en résultera une ligne totale 
ALCPB, tracée de A en B sur la sphère, et plus courte que 
la courbe ALMNPB d’une quantité MN; donc toute ligne 
ALMNPB, autre que l’arc AB, en admet une plus 
courte qu’elle ; donc l’arc A B est la distance du point 
A au point B. 

Remarque. Lorsque les deux points A et B sont les extré- 
mités d’un diamètre de la sphère, les arcs AM, BM forment 
une demi circonférence AM B égale à l’arc ACB. Alors on 
a, par ce qui précède, l’arc AM < A LM et l’arc BM<B PM; 
doncAM + BM, ou ACB<Al.MNPB; donc la distance du 
point A au point B est égale à l’une quelconque des demi- 
circonférences de grand cercle, en nombre infini , qui joi- 
gnent ces deux points. 


THÉORÈME XX. 

La somme des côtés de tout polygône sphérique 
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ABGDK csl moindre (jue la circonférence d’un grand 
cercle. • 




Soit 0 ABC DE l’angle solide corres- 
pondant au polygône proposé. I.a somme 
des angles plans AOB, BOC, COI), etc., 
de cet angle solide est moindre que quatre 
angles droits (liv.ii, 15); donc la somme 
® des arcs AB, BC, CD, etc., correspon- 

dants à ces angles , dans des cercles égaux, est moindre que 
la circonférence d’un grand cercle (g. pl.liv.iii,7). 


TUÉORÈME XXI. 

La somme des angles d’un triangie sphérique ABC 
est moindre que six et plus grande que deux angles 

SoitOABC l’angle solide correspondant 
au triangle proposé. La somme des angles 
dièdres OA, O B, OC est moindre que six 
et plus grande que deux angles droits (Ijv. ii, 
16) ; donc la somme des angles plans A , B, 
C, correspondants à ces angles dièdres, est 
moindre que six et plus grande que deux angles droits 
(liv.1,17). 

THÉORÈME XXII. 

Dans la même sphère ou dans des sphères égales , à 
des angles solides au centre OABCl), O'A'B'C'D' 
égaux entre eux , correspondent des polygones égaux ; 
et réciproquement. 


droits. 

I! 



à 
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V — - I) K — - 1 ) 1“ Car si l’on fait coïii- 

/ ; / ' / \ _ \ rider les doux angles soli- 

^■\ \ «V T / V(; des de manière que l’arête 

'V;'-''' ' l'- '' OA prenne la direction de 

** ® l’arête O' A', l’arête O B 

celle de O' B', et ainsi de suite, les points A, B,C, I) tom- 
beront aux points A', B', G', D' et, par suite , le côté A B 
coïncidera avec A'B' (2, rem. t), le côté BC avec B' G', etc. ; 
donc les deux polygônes ABGJ), A'B'G'D' sont égaux entre 
eux. 

1” Si l’on fait coïncider les deux polygônes , le centre O 
tombera en O' (l)et, par suite, les arêtes OA, O B, OG, etc. , 
prendront les directions des arêtes O' A', O'B', O'G', etc. : 
donc les angles solides O et O' coïncideront ; donc ils sont 
égaux. 

Kemarque. On voit de même que deux pyramides sphéri- 
ques OA BCïi , (yX'B'C'D', qui ont des bases égales, sont 
égales entre elles. 

CoROLL.AiRE 1. Deux polygôiies sphériques, symétriques 
d'un troisième , sont égaux. Gar les angles solides corres- 
pondants à ces deux polygôoes, étant symétriques d’un troi- 
sième (déf.2ï.), sont égaux entre eux (liv.ii,3'i.). 

CoRui.L.viRE 2. Deux pyramides sphériques, symétriques 
d’une troisième , sont égales. f.ar les polygônes qui servent 
de bases à ces deux pyramides, étant symétriques d’un troi- 
sième (déf.25), sont égaux entre eux. 


THÉORÈME XXIII. 

JjOnque deux triangles ABC, A'B'C', situés sur la 
même sphère ou sur des sphères égales, ont un angle 
égal eompris entre côtés égaux clmeim à chacun et 
placés de la même manière , le troisième côté de l’un 
est égal au troisième de l’autre; les deu.x^ triangles 
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soûl égau:r, et les aulres angles, opposés à des côtés ' 
égaux, sont égaux entre eux. 

Soit l’angle A = A', le 
X',/ \ AB = A'B' et le côté 
I AC = A'C'. En vertu de 
' ces égalités, les angles triè- 
dresOetO', correspondants 
aux deux triangles, ont l’angle dièdre 0A=0'A' (liv.1,10), 
l’angle A0B = A'0'B' et l’angle AOC = A'O'C' (g.pl. 
Iiv.111,6); donc l'angle plan BOC = B'O'C', les deux angles 
trièdres sont égaux, l’angle dièdre 0B = 0'B' et l’angle 
dièdre 0C = 0'C' (liv.ii,2) ; donc le côté BC = B'C'(g. p|. 
Iiv.m,6), le triangle ABC = A'B'C', l’angle B = B' etl’an- 
gle C = C' (liv. 1, 16). 

Kemarqce. Si les côtés , qu’on suppose égaux , n’étaient 
pas situés de la même manière , les deux angles solides O, 

O' et, par suite, les triangles ABC, A'B'C', seraient symé- . 
triques l’un de l’autre (liv.ii,l,rem.). 

THÉORÈME XXIV. 

, Lorsque deux triangles ABC, A'B'C', situés sur la 
même sphère ou sur des sphères égales, ont un côté 
égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun et 
placés de la même manüre, le troisième angle de l'un 
est égal au troisième de l'autre ; les deu.r triangles 
so7it égaux ; et les autres côtés , opposés à des angles 

SoitAB = A'B', A=A', 

B = B'. Les angles solides 
O et O', correspondants 
aux triangles proposés, 
ont l’angle plan AOB = 


égaux, .sont égaux entre eux. 
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A'O'B', l’angle dièdre 0A = 0'A' et l’angle dièdre OB, 
= 0'B'; donc l’angle dièdre 0C = 0'C'; les deuv angles 
solides sont égaux , l’angle AOC = A' CKC' et l’angle B OC 
= B'O'C' (liv.11,4); donc l’angle C =C', le triangle ABC 
= A'B'C', le côté AC = A'C' et le côté BC = B'C'. 

Remarque. Si les angles, qu’on suppose égaux , n’avaient 
pas la même situation , les deux angles solides O et O' se- 
raient symétriques l’un de l’autre (liv. ii, 4, rem.), ainsi que 
les deux triangles proposés. 

h 

THÉORÈME XXV, 

Lorsffue -deux triangles ABC, A'B'C', situés sur la 
même sphère ou sur des sphères égales, ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun et placés de la même ma- 
nière, les angles oppôsés aux côtés égaux sonU égaux 
entre eux, ainsi (pie les triangles proposés. 

Soit AB = A'B', AC = 
A'C' et BC = B'C'. On en 
conclut l’angle AOB = 
A'O'B', AOC = A'O'C' 
et B0C = B'0'C'. Donc 
l’angle dièdre OA =0'A', l'angle dièdre OB = 0'B', l’an- 
gle dièdre OC = O'C' et l'angle solide OABC = O' A'B'C' 
(liv. H, 0) ; donc l’angle A = B = B', C = C' et le triangle 
ABC = A'B'C' 

Re.m.\rqie. Si les côtés égaux n’avaient pas la môme si- 
tuation , les angles solides O et O' seraient symétriques 
l’un de l’autre (liv. ii, G, rem.) , ainsi que les triangles pro- 
posés. 



THÉOKKMB XXVI. 

Lorscpte deux triangles ABC , A'B'C', situés sur la 
même sphère ou sur des sphères égales, ont les trois 

If 
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angles égaux chacun à chacun et placés de la même 
manière f les côtés opposés aux angles égaux sont égaux 
entre eux, ainsi que les deux triangles proposés. 

. A' Soit l’angle A = B = 

/ \ B', C = C'. On en conclut 

B’/ \ l’égalité des angles diè- 
I dres OA et O' A', O B et 
O'B', OC et O'C'; donc 
les angles plans, opposés aux angles dièdres égaux , sont 
égaux entre eux, ainsi que les angles solides OABC, 
O'A'B'C' (liv. Il, 10) ; donc le cété AB = A'B', A C = A'C', 
BC = B'C' et le triangle A BC= yB'C'. 

Remarque. Si les angles égaux n’étaient pas placés dé la 
même manière , les deux angles solides O et O' seraient 
symétriques l’un de l’autre (liv. ii, 1-0, rem.), ainsi que les 
deux triangles proposés. 



THÉORÈME XXVII. 


Dans tout triangle sphérique isoscèle ABC, les an- 
gles opposés aux côtés égaux sont égaux entre eux ; 
et réciprocpiement. 


ü« -, 


¥ 


tx\ 

h\ 


l” Soit le côté A B = AC , et OA BC 
l’angle solide correspondant au triangle 
proposé. Puisque l’arc AB = AC , l’an- 
gle AOB=AOC; donc l’angle dièdre 
OC = OB (liv. H, 3) et, par suite, l’angle 
C = B. 

2“ Soit l’angle B = C. On aura, dans l’angle trièdre 
OABC, l’angle dièdre OB = OC; donc .AOC = AOB 
(liv. Il, 5) et, par suite, l’arc AC = AB. 

Remarque. L’arc Al), mené du sommet au milieu delà 
base d’un triangle isoscèle, est perpendiculaire à cette base 
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et divise l'angle du sommet en deux parties égales. Car les 
triangles ABD, ACD , ayant les trois côtés égaux chacun à 
chacun, l’angle ADB = ADC et l’angle BAD = CAD (25). 

THÉORÈME XXVIII. 

Dans tout triangle sphérique ABC, à un plus grand 
côté est opposé un plus grand angle; et réciproque- 
ment. 


.A 


1“ Soit l’arc AC>AB, Dans l’angle 
trièdre O ABC, l’angle AOC est plus 
grand que AO B ; donc l’angle dièdre O B 
est plus grand que OC (liv.ii,12) et, par 
suite, l’angle B est plus grand que l’angle 
• C(liv.i, 17). 

2° Soit l’angle B>G. On a l’angle dièdre OB>OCet, 
par suite, l’angle A O C > A O B ; donc A C > A B. 


THÉORÈME XXIX. 


Lorsque deux triangles sphériques ADC, DEF, si- 
tués sur la meme sphh'e ou sur des sphères égales , ont 
deux côtés égaux chacun à chacun , et que l’angle com- 
pris par les deux côtés de l’un est plus petit que l’angle 
compris par les deux côtés de l’autre, le troisième côté 
du premier est plus petit que le troisième côté du se- 
cond. 




Soit AB = DE, AC = DF et 
l’angle BAC<EDF : on aura 
BC<ÈF. 

En effet, puisque le côté AB 
= DE, l’angle AOB = DKE; 
de même , puisque le côté A C 
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=DF, l’angle AO(;=DKF; enfin, puisque l’angle BAC est 
plus petit que EDF, l’angle dièdre AO est plus petit que 
DK; donc BOC<EKF (liv.ii, 13) et, par suite, BC<EF. 

Remarque. La réciproque est vraie et se démontre d’une 
manière analogue. 

te 


THÉORÈME XXX. 

Dans tout cylindre, les hases et les sections faites 
par des plans perpendiculaires à l'axe sont des cercles 


Car, en même temps que le rectangle 
A B CD engendre le cylindre,, tous les points 
A, B, E, etc. , du côté mobile A B décrivent 
des circonférences qui ont pour rayons les 
perpendiculaires abaissées de ces points sur 
l’axe CD, et dont les plans sont perpendicu- 
laires à cette droite (liv.i,8, cor.2); or AD 
=BC=EF, etc. ; donc les bases du cylindre 
et toutes les sections perpendiculaires à l’axe sont des cer- 
cles égaux. 

Remarque. On voit aussi que toute section AKGll, /aile 
dans un cylindre suivant l'axe , est un rectangle double du 
rectangle générateur^ et que toute section ABIK,/««7e pat- 
un plan parallèle à l'axe , est un rectangle dont deux cédés 
sont égaux et parallèles à l'axe. 


égavw. 



THÉORÈME XXXI. 

Le plan ABC, conduit suivant une tangente à la 
base (F un cylindre et la génératrice gui passe par le 
point de contact, est tangent au cylindre. ‘ 
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En effet, toute génératrice, autre que AB, 
étant menée par un point de la circonfé- 
rence OB, situé hors de la tangente BC, 
parallèlement à AB, est parallèle* au plan 
ABC (liv.i, 3); donc, à l’exception de la 
droite A B , la surface latérale du cylindre a 
tous scs points situés hors du plan ABC; 
donc ce plan est tangent au cylindre (déf. 51). 

REMAiiyiE. liécqifoquemeHt , tout plan ABC, tangent au 
cijiindre, coupe le plan de la baxe suivant une tangente. Car, 
si l’intersection BC rencontrait la circonférence O B en deux 
points , le plan ABC contiendrait les génératrices menées 
par ces points, ce qui est contre la supposition (déf. 51). 

CoRou.AiRE 1. Le plan tangent ABC est perpendiculaire 
auplanABOVt, conduit suivant l'axe et la génératrice de 
contact. Çjir le plan ABC est conduit suivant la tangente 
BC, qui est perpendiculaire ‘aux deux droites O B, AB me- 
nées par son pied dans le plan ABOD(liv.i, 18). 

Corollaires. I^ar un point, pris sur la surface latérale 
d'un cylindre , on ne peut mener (pi un seul plan tangent. 
Car si l’on pouvait en mener deux, ils seraient perpendicu- 
laires au plan mené par l’axe et la génératrice de contact, 
ce qui est impossible (liv. i, 22). • 



THÉORÈME XXXII. 

Toute .section, faite dans un cône par un plan per- 
pendiculaire à l'axe, est un cercle. 


s 



Car, en même temps que le triangle 
AüS engendre le cône, un point quel- 
conque B du côté mobile SA décrit une 
circonférence qui a pour rayon la perpen- 
diculaire BC abaissée sur l’axe SO et dont 
le plan est perpendiculaire à cette droite 
(liv. 1,8, cor. 2). 

ItEMARycE. On voit aussi que toute sec- 
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tion s AD, faite dans un cône suivant l'axe, est un triangle 
isoscèle double du triangle générateur, et que toute section 
SAE, faite par un plan mené par le sommet , est un trian- 
gle isoscèle gui a pour sommet celui du cône. 

THÉORÈME XXXIIJ. 

Le plan SAB, conduit suivant une tangente à la 
base il un cône et la génératrice menée par le point de 
contact, est tangent au cône. 

s En efTet, tout autre point de la circonfé- 

è rence OA étant situé hors de la tangente 
AB, toute génératrice , différente de SA, ne 
rencontre le plan SAB qu’en un seul point S. 
Donc le plan SA B ne rencontre la surface 
latérale du cône que suivant la génératrice 
B SA ; donc il est tangent (déf. 51). 

Remarque. Réciproquement , tout plan SAB, tangent au 
cône , coupe le plan de la hase suivant une tangente. Car si 
l'intersection AB rencontrait la circonférence OA eu deux 
points, «le plan SAB contiendrait les génératrices menées 
par ces points, ce qui est contre la supposition (déf. 51). 

Corollaire 1, Le plan tangent SAB est^ perpendiculaire 
au plan S AO, conduit suivant l’axé et la génératrice de con- 
tact. Car le plan S AB est conduit suivant la tangente A B , 
perpendiculaire aux deux droites OA, SA (liv. i,18). 

Corollaire 2. Par un point de la surface latérale d'un 
cône, autre que le sommet, on ne peut mener qu'un seul 
plan to»$re»nl>v.i,22). 
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PROBLÈMES RELATIFS AL LIVRE 111. 


PBOBLÈME PREMIEB. 


Étant donnée une sphère, trouver son rayon,' 



D’un point P, comme pôle, 
décrivons la circonférence 
A BC (12, cor. 1) ; prenons un 
point Q, sur cette circonfé- 
rence; de ce point, comme 
pôle , décrivons une seconde 
circonférence qui rencontre la première en deu,v points A 
et B ; des points A et B , comme pôles, avec une corde égale 
«î PA, décrivons des arcs qui se rencontreront aux points 
P et R , sommets des triangles sphériques isoscèles qui ont 
pour base commune l’arc de grand cercle, mené du point A 
au point B; construisons le trianglepçr avec les distances 
rectilignes P 0, P R, Q R (g. pl. liv. ni, prob. 23) ; le rayon Op 
du cercle circonscrit à ce triangle (g. pl. liv. iii, prob. 4) sera 
le rayon de la sphère. 

En effet, les points P, Q , R étant situés chacun à égale 
distance des deux points A et B , leur plan est perpendicu- 
laire sur le milieu de la corde A B et passe par le centre' de 
la sphère (liv. i, 32); donc les trois points P, Q, R appar- 
tiennent h la circonférence d’un grand cercle; donc le 
rayon Op du cercle circonscrit au triangle pçr est égal au 
rayon de la sphère (2). 


PROBLÈME II. 


Étant donnés deux points A et B sur la sphère , dé- 
crire une circonférence de grand cercle qui passe par 
ces deux points, • 


Digitized by Google 



ÜÉUMÉTUIE DE e'ESDACE. 


2(i>! 

Des points A et B comme pôles, avec la 
corde d’un quadrant, décrivons deux cir- 
conférences qui se coupent en P et Q (U , 
rem.); du point P comme pôle, avec la 
même corde, décrivons une circonférence 
ABC, qui passera par les points donnés 
• A et B et sera la circonférence demandée, 

FTemarque. La môme construction sert à trouver les pôles 
P et Q d’une circonférence ou d’un arc de grand cercle , 
ABC. 



PROBLEME 111. 

Par un point A, pris comme on voudra sur la 
sphère , faire passer une circonférence de yrand cercle, 
perpendiculaire à celle d’un grand cercle donné, BD. 

Du point A comme pôle, avec la corde 
d’un quadrant , décrivons une circonfé- 
rence qui rencontre l’arc donné B D en 
un point P; du point P comme pôle, 
avec la môme corde, décrivons une cir- 
conférence A EF qui passera par le point A et sera la cir- 
conférence demandée. 

Car le grand cercle B D , 'contenant le pôle P du cercle 
AE F, est perpendiculaire à son plan (13, cor. 1); donc les 
arcs BD, AEF sont perpendiculaires entre eux (15). 

Remarque. Lorsque le point A est un pôle de l’arc BD, 
tout arc de grand cercle , qui passe par le point A , satisfait 
à l’énoncé : mais, dans tout autre cas , le problème u’admet 
qu’une seule solution (16, rem.). 



PRUBLE.ME IV. 

Par un point A, donné sur tin arc de grand cercle 


Digitized by Google 



LIVRE Ul. 


205 

ACB, mener un arc de f/rand cercle, qui fasse avec le 
premier un angle égal à l’angle donné K. 

Du point K comme centre , 
avec un rayon égal à celui de 
la sphère , décrivons l’arc L M 
terminé aux deux côtés de 
l'angle; du point A comme 
pôle , avec la corde d’un qua- 
drant, décrivons une circonférence CDE qui rencontre 
1 A CB en un point C ; du point C comme pôle, avec une corde 
égale à LM, décrivons une circonférence qui rencontre 
CDE en deux points D et F: les arcs de grand cercle, AD, 
A F, satisfont à l’énoncé. 

* En effet, chacun des arcs AC, AD étant égal à un qua- 
drant, les angles AOC, AOD sont droits; doneCODest 
égal à l’angle des deux arcs AC , AD (15); mais, par con- 
slruction, l’arc CD = LM , donc COD =K; on prouverait 
de même que l’angle CO F des deux arcs AC, AF est égal 
à l’angle donné K. 

Ke.mau'qüe. L'angle CAD de deux arcs de grand cercle a 
pour mesure l’arc CD, décrit de son sommet comme pôle 
avec la corde dun quadrant, et compris entre ses côtés 
(g.pl.liv.iv,23). 



PROBLÈME V. 


Étant donné un triangle sphérique Ali C , décrire son 


triangle polaire. 



De chacun des points A, B, C 
comme pôle, avec la corde 
d’un quadrant , décrivons 
une circonférence de grand 
cercle. La première et la se- 
conde se coupent en deux 
points c et c' qui sont les pô- 
les de l’arc A B (U) ; la pre- 


Digitized by Google 



UÉUMÉTKIK DE l’ESPACE. 


2()G 

mière et la troisième , en des points b et b' pôles de l’arc 
AC; la seconde et la troisième, en des points a etc' pôles 
de l’arc BC. La surface de la sphère est ainsi partagée en 
huit triangles qui ont pour sommets les pôles des côtés du 
triangle ABC. Mais le pôle a est situé, par rapport à la 
circonférence B C (th. 5), sur le môme hémisphère que le 
triangle ABC; pareillement, le pôle b est situé, par rapport 
à la circonférence AC, sur le même hémisphère que le 
triangle ABC ; enfin, le pôle c est situé, par rapport à la 
circonférence AB, sur le môme hémisphère que ABC; 
donc si l’on joint a et ô, et c, 6 et c par des arcs de grand 
cercle, abc sera le triangle polaire du triangle proposé 
(déf. 18). 

Remarque 1. On voit aussi que le point A , pôle de l’arc 
bc, est situé, par rapport à la circonférence bc, sur le môme 
hémisphère que le triangle née, et que les points B et C, 
pôles des arcs ac et ab , sont situés de la môme manière , 
par rapport aux circonférences dont ces arcs font partie. Il 
suit de là que, réciproquement, ABC est le triangle polaire 
de (^bc. 

«EMARQUE 2. Le rayon O A, perpendiculaire au plan bOc 
(13), est situé du môme côté de ce plan que la troisième 
arête O a de l’angle trièdre O abc; pareillement, le rayon 
ÜB , perpendiculaire nu plan aOc, est situé du môme côté 
de ce plan que l’arôte 06,- et le rayon OC, perpendiculaire 
au plan a 06 , est situé du môme côté de ce plan que l’arôte 
Oc; donc les angles trièdres OABC, Oaôc sont supplé- 
mentaires (liv. Il, 8) ; donc les angles plans AOB et c, AOC 
et b, BOC et a , aOb et C, aOcet B, 60c et A sont aussi 
supplémentaires. C’est par cette raison qu’on a choisi le 
triangle abc pour triangle polaire de ABC, parmi les huit 
triangles qui ont pour sommets les pôles des côtés de ce 
triangle. On pourrait de môme prendre a' b' c', symétrique 
de abc, pour triangle polaire de ABC, et A'B'C', symétri- 
que de ABC, pour triangle polaire deaôc. Sous ce point 
de vue, tout triangle sphérique ABC a deux triangles po- 
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lairea abc et a'b'c', srjmétriques l’un de l'autre par rapport, 
au centre de la sphère, et, en général, n’en a pas davantage. 

Remarques. L’angle A du triangle ABC étant le supplé- 
ment de l’angle 60 c correspondant au côté bc, on voit que 
tout angle d’un triangle sphérique a pour mesure une demi- 
circonférence de grand cercle moins le côté bc opposé à cet 
angle dans son triangle polaire. 


PKOBLÈMB VI. 

Étant donnés deux côtés a et b d’un triangle sphé- 
rique, et l’angle C qu’ils comprennent, décrire le 
triangle. 



Traçons l’arc BC = a; au point 
C de cet arc, faisons l’angle AC B 
= A'CB=C; prenons CA=CA' 
= b; puis, menons les arcs de 
grand cercle, B A et B A' : les trian- 
gles ABC , A'BC répondent à l'époncé. 

Remarque. Lorsque les trois côtés du triangle ABC sont 
inégaux, les triangles symétriques ABC, A' B C forment deux 
solutions du problème; mais lorsque le triangle ABC est 
isoscèle ou équilatéral , on peut le faire coïncider avec A'BC 
(23), et, par suite, le problème n’admet qu’une solution. 


PROBLÈME VII. 


Étant donnés un côté a diiin triangle sphérique, et 
les angles B, C adjacents à ce côté, décrire le triangle. 



Traçons l’arc BC= a; au point 
B, faisons l’angle ABC = A'BC 
= B et, au point G , l’angle A C B 
= A'CB = C: les triangles ABC, 
A'BC, qui en résultent, répon- 
dent à l’énoncé. 
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KEMAngiiE. Le problème admet deux ou une seule solu- 
tion dans les mêmes cas que le problème précédent. 


PROBLÈME VllI. 

Élant (lomiés ks trois côtés A, B, C d'un triangle 
sphérique, décrire le triangle. 



Traçons l’arc DE égal au 
côté A ; du point D comme 
pôle, avec une corde égale à 
celle du côté B , décrivons 
une circonférence ; du point 
E comme pôle , avec une 
corde égale à celle du côtéC, décrivons une autre circonfé-* 
rence qui rencontre la première en deux points F et G; 
puis, menons les arcs de grand cercle, DF, EF, DG, EG : 
les triangles DEF,-DEG satisfont à l’énoncé. 

Remarque 1. Pour que l’angle trièdre, correspondant au 
triangle demandé, soit possible , il faut et il suffit que la 
somme de ses angles plans soit moindre que quatre angles 
droits et que chacun d’eux soit plus petit que la somme des 
deux autres (liv. ii, 17) ; donc, pour que le problème pro- 
posé soit possible, il est nécessaire et il suffit que la somme 
des côtés donnés A, B, C soit moindre que la circonférence 
d’un grand cercle , et que chacun d’eux soit plus petit que 
la somme des deux autres. 

Remarque 2. Lorsque les trois côtés A, B, C sont iné- 
gaux, les triangles symétriques D1?F, DE G forment deux 
solutions du problème. Mais lorsque le triangle DEF est 
isoscèle ou équilatéral , on peut le faire coïncider avec 
D E G (25) et, par suite , le problème n’admet qu’une seule 
solution. 
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PROBLÈME IX. 

Élml donnés les trois angles d’un triangle 

sphérique, décrire le triangle. 

Cherchons les arcs correspon- 
dants aux suppléments de a, -v; 
construisons le triangle ABC 
dont les côtés soient égaux à 
ces arcs (8); décrivons ensuite 
les triangles abc , o'ftV polaires 
de ABC (5); ces deux trian- 
gles répondront à l’énoncé. 

En effet, par hypothèse, l’angle BOC, correspondant à 
l’arc BC, est le supplément de l’angle donné a; d’ailleurs, 
puisque le triangle abc est polaire de ABC, l’angle bac a 
pour supplément BOC (5, rem.); donc 6ac = a; on a de 
même abc = ^, acb'=‘i\ donc le triangle abc et son 
symétrique a'b'c' satisfont au problème et forment deux 
solutions distinctes lorsque les trois angles donnés fi, y 
sont inégaux. 

Remarqije. Pour que le problème soit possible, il faut et 
il suffit que le triangle ABC, ou l’angle trièdre OABC, soit 
possible, c’est-à-dire qu’on ait à la fois AO B-(- A OC -i- BOC 
<àl) et BOC< AOB-l-AOC, en supposant que BOC soit 
le plus grand des trois angles de l’angle solide OABC, et 
désignant par I) l’angle plan droit (liv. ii, 17) : or, par hypo- 
thèse, AOB = 2D — f, AOC = 2D— ?, BOC=2D — *, 
ce qui transforme les deux relations précédentes en 6D — 
(».-l-P-f-r)<4D et 2D — — (P-fi), ou a-f-3-t-f>2D et 

a>fH- 7 — 21). Donc, pour que le triangle abc soit possible, 
il faut et il suffit que la somme des angles donnés », P, y 
soit plus grande que deux angles droits , et que le plus petit 
des trois soit plus grand que l’excès de la somme *des deux 
autres sur deux angles droits. 
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On suppose d’ailleurs implicitement que chacun des an- 
gles a, P, f est plus petit que deux droits et, par suite, que 
leur somme est moindre que six angles droits. 

PROBLÈME X. 

Étant donnés deux côtés a et b dun triangle sphéri- 
giie, et l’angle A opposé au côté a, décrire le triangle. 

Traçons la circonférence de grand 
cercle, A D I)'; en un point A de A DD' 
faisons l’angle B AC = A (4) ; prenons, 
sur la demi-circonférence AA', un arc 
AC = 6; et, du point C comme pôle, 
avec une corde égale à celle de l’arc a, 
décrivons une circonférence qui ren- 
contre la demi-circonférence A DA' en un point B : le trian- 
gle sphérique A BC satisfait à l’énoncé. 

Rewarque. On voit que le nombre des solutions du pro- 
blème est égal au nombre des points d’intersection , situés 
entre A et A', de la circonférence, 'décrite du pointe comme 
pôle, avec la demi-circonférence A DA'. Cela étant, suppo- 
sons que l’angle A soit aigu et menons, parle pointe, la 
demi-circonférence de grand cercle D CD' perpendiculaire 
à la circonférence ADD' (3); on aura l’arc CD<CD'. En 
effet, si l'on trace la demi-circonférence de grand cercle A C'A' 
de manière que l’angle C'A'D'=C AD, elle rencontrera l’arc 
CD' en un point C' (ax.ll) et les triangles rectangles A CD, 
A'C'D' auront les côtés Al), A'D' égaux, comme corres- 
pondants à des angles au centre , opposés au sommet , l’an- 
gle droit D = D', et l’angle A = A', par construction ; donc 
le côté CD = C'D'; or C'D'<CD', donc CD<CD'. lien 
résulte que CD est le plus petit arc de grand cercle qu’on 
puisse mener du pointe à la circonférence A DD' et que CD' 
est le plu# grand (17); donc, si l’on avait a <CD ou «>CD' 
la circonférence, décrite du point C comme pôle, ne rencon- 
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treraitpas la circonférence A DD' (princ. tli. 5) et le pro- 
blème serait impossible ; mais si l’on avait «=0 D ou a=C D', 
cette circonférence rencontrerait A DD' en un seul point D 
* ou D', et le problème admettrait une seule Solution ou se- 
rait impossible. Laissant de côté tous ces cas particuliers , 
proposons-nous de discuter le problème , lorsque l’angle A 
étant aigu, le côté ôest moindre qu’un quadrant. Alors nous 
distinguerons plusieurs cas, suivant qu’on aura : 1° o<ô; 
2*0 = b; 3“ a >6 et «4-ô<2g; 4‘’a>6eta + 6 — ou>2y, 
q désignant un quadrant. 

r a, étant moindre que CA , est , à plus forte raison, 
moindre que CA'; or, on a aussi, par hypothèse, «>CD ; 
donc la circonférence, décrite du point C comme pôle, ren- 
contre la demi-circonférence A DA' en deux points B et B' 
situés, l’un entre A et D, l’autre entre D et A' (ax, 11), et le 
problème admet deux solutions. 

2° Lorsque a — b, le point B coïncide avec A et le pro- 
blème n’admet qu’une solution. 

3“ Lorsqu’on a a^b et a + b<,2q, l’arc a est moindre 
que CA' ; d’ailleurs il est plus grand que CD ; donc il existe 
un point B' d’intersection , situé entre 1) et A', et le pro- 
blème admet une solution. 

4° Lorsqu’on a « > ô et « -I- ô = ou > 2 çr, le côté a est égal 
ou supérieur à C.\', et la circonférence , décrite du point C 
comme pôle, ne rencontre la demi-circonférence A DA' en 
aucun point situé entre A et A' (17) ; donc le problème est 
impossible. 

Les cas relatifs aux autres hypothèses , qu’on peut faire 
sur les données a, b, A du problème, se discuteraient d’une 
manière analogue. Les résultats auxquels ils conduisent 
sont contenus dans le tableau suivant, où l’on suppose impli- 
citement que a est toujours compris entre le plus grand et 
le plus petit des arcs de grand cercle , menés du point C à 
la circonférence A DD', et dans lequel on fait abstraction 
des solutions qui pourraient provenir des triangles symé- 
triques de ceux qu’on obtient par la construction précédente. 
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h <q 


A<D 


|*=î 
b> a 

\ 

^-<V, 

b <q 

I b=.q 
A> D ‘ ^ 

\b>q 


l<i< b 


]a — b 


la>Acta-j-A<ay 


la>Aeta-l-A = 6u>ïy 


<b 


O — ou> b 


ia<b et a-|-£ < tq 


a<^cta-j-^=ou>2^ 


a=:ou> ^ 





a — ou < A 


a>5et 


a> b eia -{-6 — ou < 2 ^ 


n — ou < b., 


a> b, 


' a < 6 el « -j- ^ 


|o < Ael a-j-é = ou< iq 


\ a = b 


a > b,* 



PROBLÈME XI. 

Étant donnés de\ix an r/ les A p/ B d’un triangle sphé- 

ri<jue, et le côté a opposé à l’angle A, décrire le triangle. 
\ * 

On cherche les arcs a! . h' correspondants aux supplémenLs 

des angles A, B , et l’angle A' supplément de celui qui cor- 
respond au côté a. On connaît ainsi, dans le triangle polaire 
du triangle demandé, deux côtés a', h' et l’angle A', opposé 
au côté a' (.5, rem. 2); ce qui permet de décrire ce triangle 
(10). La construction s’achève en décrivant le triangle po- 
laire de celui qu’on vient d’obtenir (5). 

Remarque. Pour que le triangle demandé soit possible , il 
faut et il suffit que son triangle polaire soit possible ; ce 
qui ramène la discussion du problème à celle du problème 
précédent. 
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LKS POLYÈDIÎES SEMBLABLES 

liT LA MESURE DES ANGLES. 

DÉFINITIONS. 

1. Deux polyèdres sont semblables, lorsqu’ils ont les an- 
gles dièdres égaux chacun à chacun et situés dans le même 
ordre (liv.ii.déf. 39), et les laces homologues semblables. 

Rkmauoue. On dit que deux polyèdres sont inversement 
semblables, lorsqu’ils ont les angles dièdres égaux chacun à 
chacun et situés dans un ordre inverse, et les faces homo- 
logues semblables. Alors, par opposition à ce genre de simi- 
litude, on donne le nom de similitude directe à celle qu’on 
a définie précédemment. Mais, lorsqu’il sera question de 
polyèdres semblables; sans indication du genre de simili- 
tude, on entendra toujours parler de deux polyèdres direc- 
tement semblables. 

2. J)eux angles solides, qui ont la même grandeur, sont 
équivalents. 

Remarque. Deux angles solides égaux sont toujours équi- 
valents ; mais deux angles solides équivalents peuvent être 
inégaux. 

3. Un fuseau ou un onglet sphérique est droit, aigu ou 
obtus, selon que son angle est droit, aigu ou obtus. 

Remviioce. Deux grands cercles perpendiculaires entre 
eux partagent la sphère en quatre onglets droits égaux entre 
eux, et sa surface en quatre fuseaux droits qui sont aussi 
égaux entre eux. On voit do plus que trois grands cercles, 
tels ([lie chacun d’eux soit perpendiculaire aux plans des 
deux antres, partagent la sphère en huit pyramides trirec- 
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tangles égales entre elles, et sa siïrface en huit triangles tri- 
rectangles égaux entre eux. 

4. Un fuseau eijUnilrique ou conique est la partie de la 
surface latérale d’un cylindre ou d’un cène, comprise entre 
deux plans conduits suivant l’axe. 

5. La base du fuseau est la partie de la circonférence de 
la base du cylindre ou du cône, comprise entre les mêmes 
plans. 

6. Un onglet cy/iac//7iif«e ou con!(/Me est la partie d’un cy- 
lindre ou d’un cône, comprise entre deux plans conduits 
suivant l’axe. 

7. La base de l’onglet est la partie de la base du cylindre 
ou du cône, comprise entre les mêmes plans. 

8. Les trois dimensions d’un parallélipipède rectangle 
sont les deux dimensions de sa base (g. pl. liv. v, déf. 4) et 
sa hauteur. 


THÉORÈME PREMIER. 


Lorsqu’on coupe une pyramide S ABCD par un plan 
parallèle à la hase: \° les arêtes latérales et la hauteur 
S O son/ divisées par ce plan en parties proportionnelles; 
2° la section abcd, faite dans la pyramide, est sem- 
blable à la base; 3° ta pyramide partielle S abcd est 
semblable à la pyramide proposée. 



1° Les deux droites AO, ao sont parallèles 
comme intersections des deux plans paral- 
lèles ABCD, abcd coupés par un troisième 
plan SAO; par la même raison , lés droites 
AB et ab, BC et bc, etc., sont parallèles. 
Mais, dans le triangle SAO, la droite ao 
étant parallèle à la base A O , on a la propor- 
tion SO: So::SA : Sa, -'on a de même SA : 
Sa::SB:S/), et ainsi de suite. 
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2" Les angles BAI), bad, ayant les côtés parallèles cha- 
cun à chacun et dirigés dans un même sens , sont égaux 
entre eux; par la même raison, l’angle ABC = abc, l'angle 
BCD = ôerf, etc.; d’ailleurs la droite ab étant parallèle à 
AB, on a AB: aô ::SB:Sè; on a aussi BC;6c::SB:S6 et, 
par suite, AB:aô::BC:èc. On prouverait de même que 
BC:6c;:CD:ed, etc.; donc les deux polygônes ABGD, 
abcd sont semblables. 

3“ Les angles dièdres S A et S a, S B et S 6, etc. , formés par 
les mêmes plans , sont égaux entre eux ; les angles dièdres 
AB et Soôc sont égaux comme correspondants (liv.1,25); 
■par la même raison , l’angle dièdre BC = Sôcd et ainsi de 
suite; donc les deux pyramides ont les angles dièdres égaux 
chacun à chacun et situés dans le même ordre (liv. ii, déf. 
39) ; de plus, les faces homologues ABCD et abcd, SAB et 
So6, SBC et Sèc, etc., sont semblables; donc l/ pyramide 
Sabcd est semblable à la pyramide SABCD (déf. 1). 

Remarque. Si le plan a'b' c'df , parallèle à la base ABCD, 
rencontrait les directions des arêtes latérales SA, SB, 
SC , etc., au-delà du sommets, la'pyramide Sa'b'c'd' se- 
rait inversement semblable à la pyramide proposée (déf. 1, 
rem.). Déplus, lorsqu’on suppose l’arête Sa' = Sa, on a 
aussiS6' = Sè, Sc' = Se , Sd' = Sd; donc les pyramides 
Sa' b'c'd', Sabcd sont symétriques par rapport au point S. 
Ainsi la symétrie des polyèdres est un cas particulier de la 
similitude inverse, de même que leur égalité est un cas par- 
ticulier de la similitude directe. 


THÉORÈME II. 

Lorsque iJeux pyramides SABCD, TEFG, qui ont 
leurs bases dans un même plan et des hauteurs égales, 
sont coupées par un plan parallèle à celui des bases : 
1” les hauleurs SO, TH et toutes les arêtes latérales 
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sont divisées en parties proportionnelles; 2° les sections 
abcd, efg sont entre elles comme les bases. 

J 1° Dans la pyramide S ABCD, 

Â le plan abcd étant parallèle à la 
base, on a SO : So :: SA : Sa SB 
\ :Sô, etc, (1); on a, de même, 
h!\ 7 dans la pyramide T EFG, TH: 
T/t::TE:Te :: TF:T/, etc.; 
mais, par hypothèse, la hauteur 
SO = TH ; de plus, la distance Oo = H A (liv. i, 30, cor. 1) ; 
donc SO — Oo = TH — HAou So=TA; donc on a SO : Sô 
:: TH: TA et, par suite, SA : Sa :: TE : Te :: SB : S 6 :: TF 
:T/, etc. 

2“ La section abcd étant semblable à la base ABCD (1) , 
on a ABCD labcd:: ÂB* : ab^ {g. pl. liv. v, 11) ou SA* 
: Sa*; on a de même EFG ; efg :: EF* : e/* ou:: TE* :Te*; 

or SA : Sa :: TE : Te et, par suite, SA* : Sa* :: TË* : Te*; 
donc ABCD : abcd :: EFG : efg. 

Corollaire. Lorsque les bases ABCD, EFG sont équiva- 
lentes, les sections abcd, efg sont aussi équivalentes. 

THÉORÈME 111. 

Deux tétraèdres sont semblables, lorsqu’ils ont un 
angle solide égal compris entre arêtes proportionnelles 
et situées de la même maniéré. 




Soient ABCD, AEFG les tétraèdres pro- 
posés, qu’on suppose placés de manière qu’ils 
aient l’angle solide A commun, et que les 
arêtes proportionnelles AB et AE, AC et 
AF, AD et AG soient situées dans la même 
direction. On a, par hypothèse, AB : AE :: 
AC: AF; donc EF est parallèle A BC (g. pl. 
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liv. IV, 2) : on a aussi ÀB : ÂE :: AD : AG ; donc E G est 
parallèle à BD; donc le plan GE F est parallèle au plan 
DBG (liv. 1 , 6) et, par suite, la pyramide AEFG est sembla- 
ble à ABCD (1).’ 


THÉORÈME IV. 


Deux tétraèdres ABCD, EFG H sont semblables, 
lorsqu’ils ont un angle dièdre égal compris entre deux 
faces semblables chacune à chacune et placées de la 

même manière. 

* » 



Soit l’angle dièdre BC = FG , 
la face .\BC semblable à EFG 
et la face BC Dscmblable à FG II . 

La face .\BC étant semblable 
à la face EFG, on a l’angle plan 
ABC = EFG et la proportion 
AB: EF :: BC : FG ; pareille- 
ment, puisque la face BCD est semblable à FG H, on a l’an- 
gle CBD = GFH et BC : FG :: BD : FU; donc les angles 
solides B et F ont un angle dièdre égal compris entre deux 
angles plans égaux chacun à chacun; donc ils sont égaux 
(liv. Il, 2) et, par suite, les deux pyramides ABCD, EFGH 
ont un angle solide égal compris entre arêtes proportion- 
nelles ; donc elles sont semblables (3) . 


THÉORÈME V. 

Deux tétraèdres ABCD, EFGH sont semblables, 
lorsqu’ils ont une face semblable, adjacente à trois 
angles dièdres égaux chacun à chacun et situés de la 
même manière. 
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Soit la face BCD semblable à 
ï F G H, l’angle dièdre BC = FG, 

l’angle dièdre BD = FH et l’an- 
gle dièdre CD = GH. 

En vertu de ces hypothèses, 
les angles solides B et F ont un 
angle plan égal adjacent à deux 
angles dièdres égaux chacun à chacun ; donc l’angle plan 
ABC, opposé à l’angle dièdre BD, est égal à l’angle plan 
EFG, opposé à l’angle dièdre F H (liv. ii, 4); on prouverait 
de même que , dans les angles Solides C et G, l'angle plan 
A CB = EGF; donc le triangle ABC est semblable à EFG 
(g. pl. liv. IV, 4) et, par suite, les deux tétraèdres ont un an- 
gle dièdre égal compris entre deux faces semblables chacune 
à chacune ; donc ils sont semblables (4). 


THÉOBÈME VI. 


Deux létràcdres EF GH sont semblables, 

lorsqu’ils ont les arêtes proportionnelles et situées de 
la même manière. 


SoitAB:EF:;AG:EG::AD 
; E H :: BC ; F G, etc. Les trian- 
gles ABC, EFG ayant les côtés 
proportionnels , l’angle plan 
BAC, opposé à BC , est égal à 
l’angle plan FEG , opposé à FG 
(g. pl. liv. IV, 5) ; on a de même 
l’angle B AD = F EH et l’angle CAD = GEH ; donc l’an- 
gle solide A est égal à l’angle solide E (liv. ii, 6) et, par 
suite, les deux pyramides ont un angle solide égal compris 
entre arêtes proportionnelles ; donc clics sont sembla- 
bles (3). 
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THÉORÈME VII. 

Deux pt/mmi(k‘S SABCD, salicd sont semblables, 
lorsqu’elles ont un angle dièdre, à la base, égal et com- 
pris enlre deux faces semblables chacune à chacune et 
situées (le la même manière. 

Soit l’angle dièdre A B = «è , 
la baseABCl) semblable à abcd 
et la face SAB semblable h sa b. 

En vertu de ces hypothèses , 
les angles solides B et ô ont un 
angle dièdre égal compris entre 
deux angles plans égaux chacun 
à chacun ; donc l’angle dièdre 
SB = .«è, l’angle dièdre BG = 
bc et l’angle plan SBC = sbc (liv. ii, 2) ; de plus, les pro- 
portions BC : bc :: AB : ab, SB: sb :: AB:«è donnent 
BC : bc :: SB : sb-, donc les faces latérales SBC, sbc ont 
un angle égal compris entre côtés proportionnels; donc elles 
sont semblables. En considérant les angles C etc, on démon- 
trerait de môme l’égalité des angles dièdres SC et SC, CI) 
et cd, et la similitude des faces SCI) et sed, et ainsi de 
suite. Donc les pyramides SABCD, i a 6 c tZ ont les angles 
dièdres égaux chacun à chacun et situés dans le même ordre, 
et les faces homologues semblables; donc elles sont sem- 
blables. 

Remarque. On voit que la similitude de deux pyramides , 
de ipème espèce, exige 2« — 1 conditions, c’est-à-dire une 
condition de moins que leur égalité (liv. ii, 20, rem.) 

THÉORÈ.VIR VIII. 

üeuxprismes ABCDEFGHIK, abedefghik so«< 


s 
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setnblahbs, lorsqu’ils ont un angle dihlre, à la hase, 
égal et compris entre deux faces semblables chacune à 
chacune et situées de la même manière. 

» 

Soit l’angle dièdre GH=ÿA, 
la base GHIKF semblable à 
ghik/ et la face AGHB sem- 
blable h ag h b. 

En vertu de ces hypothèses, 
les angles solides H et A ont un 
angle dièdre égal compris en- 
tre deux angles plans égaux* 
chacun à chacun ; donc l’angle 
dièdre BH=6^, l’angle dièdre 
et l’angle plan BHI= 
bhi (liv.ll, 2) : de plus, les proportions BH : 6A :: G H : gh, 
HI; Ai :: GH donnent B H : 6A :: III : Ai; donc les faces 
latérales B H IC, b hic ont un angle égal compris entre côtés 
proportionnels ; donc elles sont semblables. En considérant 
les angles solides I et i, on démontrerait de môme l’égalité 
des angles dièdres CI et ci, IK et ik et la similitude des 
faces CIKD et cikd, et ainsi de suite : d'ailleurs les angles 
G H et g h, H I et Ai, I K et ik, etc., étant égaux, leurs sup- 
pléments (liv.ii, 25) AB etaA, BC et bc, CD et cd, etc., 
sont aussi égaux entre eux : enfin, les bases de chaque 
prisme étant égales (liv. ii,25), et la base FG H I K étant sem- 
blableà/ÿAiA, labaseABCDEest aussi semblable à abcde. 
Donc les deux prismes ont les angles dièdres égaux chacun 
à chacun et situés dans le môme ordre, et les faces homo- 
logues semblables ; donc ils sont semblables. 

Corollaire 1. Deux pristnes droits sont semblables, lors- 
qu’ils ont les bases semblables , et les hauteurs proportion- 
nelles aux côtés homologues des bases. 

Corollaire 2. Deux parallélépipèdes rectangles, qui ont 
leurs dimensions (déf. 8) proportionnelles, sont semblables. 
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Corollaire 3. Tous les cubes sont semblables (g. pl. Hv. 
IV, 9, cor. 3). 

Re.marqce.^^ On voit que la similitude de deux prismes , de 
môme espèce, exige 2»-l conditions, c’est-à-dire une'con- 
dition de moins que leur égalité (liv. ii, 26, rem.). 

THÉORÈME IX. 

• Deux polyèdres ABCDEF, abcdef, composés d'un 
môme nombre de tétraèdres BEFI) et befd, BADE et 
bade, BACD et bacd semblables chacun à chacun 
et situés de la meme manière , sont semblables. 

En effet , les angles dièdres 
AB et ab , AE et ae, J)E et 
de, etc., sont égaux entre eux 
et situés dans le môme ordre , 
soit comme homologues dans 
deux tétraèdres semblables, soit 
comme étant composés d’angles 
dièdres égaux chacun à chacun. De plus, les faces homo- 
logues ABC et abc, ABFE et abfe, etc., sont semblables, 
soit comme faces homologues de deux tétraèdres sembla- 
bles, soit comme étant composées d’un môme nombre de 
triangles semblables chacun à chacun et situés de la môme 
manière (g. pl. liv. iv, 10) ; donc les polyèdres proposés sont 
semblables (déf. 1). 

Remarque 1. Cette démonstration suppose que, lorsque 
deux triangles adjacents ABE, BEF de l’un des polyèdres 
sont situés dans un môme plan, les deux triangles a 6e, 6e/, 
homologues aux premiers , de l’autre polyèdre , sont aussi 
dans un môme plan, ce qui a toujours lieu; car, en vertu 
de la supposition , la somme des angles dièdres adjacents 
ÀBED, DBËF étant égale à deux droits (liv. i, 2>lr), on a de 
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même aôed + dôc/= deux droits, ce qui exige que les 
triangles abc, bef soient situés dans un même plan (liv.i, 
24, cor. 1). 

Uemarque2. Un polyèdre ABCDEF étant décomposé en 
tétraèdres (liv. ii, 33, rem.), si l’on construit un triangle 
def semblable à la face DEF de l’un des tétraèdres, et 
qu’on mène les plans be/, bfd, bedAe, manière que les 
angles dièdres c/ et EF, d/et DF, bedfcX, lîEDF soient 
égaux entre eux, le tétraèdre bedf sera semblable à BEDF 
(5) : concevons que l’on construise de même, sur la face bde 
homologue à BDE, un tétraèdre bade semblable à BADE 
et, sur la faceèad homologue ^ B A D, un tétraèdre bacd 
semblable à BACD; il en résultera un polyèdre«6cde/ sem- 
blable à ABCDEF ; donc, étant donné un polyèdre quel- 
conque, on peut concevoir tant de polyèdres qu’on voudra 
semblables au premier. 


THÉORÈME X. 

Réciproquement , deux polyèdres semblables P c< p 
sont décomposables en un même nombre de tétraèdres 
semblables chacun.à chacun et situés de la même ma- 

Concevons le polyèdre P dé- 
composé en tétraèdres qui ont 
tous pour sommet commun le 
point S (liv. H, 33, rem.) et le 
polyèdre p décomposé , de la 
môme manière , en tétraèdres 
qui ont tous pour sommet com- 
mun le point s homologue à S ; 
les pyramides homologues SABC et sabc, SACD et saed, 
etc., sont semblables. 


mere. 
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Considérons d’abord deux tétraèdres S ABC, sabc dans 
lesquels nous supposerons que les faces latérales SAB, sa b 
appartiennent aux surfaces des polyèdres P et p. Les 
triangles SAB, sab sont semblables, .soit comme faces ho- 
mologues de deux polyèdres semblables (déf. 1), soit comme 
triangles homologues de deux polygônes semblables (g. pl. 
liv. IV, 11); par la môme raison, le triangle ABC est sem- 
blable à abe; d’ailleurs l’angle dièdre AB du polyèdre P est 
égal à son homologue a b dans le polyèdre p (déf. 1) ; donc 
les tétraèdres SABC, sabc ont un angle dièdre égal com- 
pris entre deux faces semblables chacune à chacune; donc 
ils sont semblables (i), la face SAC est semblable à son ho- 
mologue soc, l’angle dièdre S.\ CB = soc6 et, par suite, 
l’angle dièdre SACI), supplément de SACB (liv. i.2i), est 
égal à l’angle dièdre soed, supplément de sac b; déplus, les 
triangles A C D, acd sont semblables comme homologues 
dans les polygônes ABCDE, abede; donc les tétraèdres 
SACD, sacd sont semblables (4); on prouverait de môme 
que le tétraèdre SADE est semyable à sade. Quant aux 
tétraèdres SA EF, soc/ dont les bases A EF, aef ne sont 
pas situées dans un môme plan avec les bases A DE, ade 
des tétraèdres précédents, on observe qu’on aura, comme 
précédemment, la face SAE semblable h sac, la face AEF 
semblable à oc/ et l’angle dièdre SAED = so«d; mais l’an- 
gle dièdre F AED du polyèdre P est égal à son homologue 
faed dans le polyèdre p; donc FAED — SAED = faed — 
soed, ou SAEF = soc/; donc les tétraèdres SA EF, sncf 
sont semblables (^») ; et ainsi de suite, quel que soit le nom- 
bre des tétraèdres qui composent les polyèdres proposés. 

Corollaire. Dans deux polyèdres semblables , les droites 
qui joignent des sommets homologues sont proportionnelles. 

Remarque. Lorsque deux polyèdres semblables ont deux 
côtés homologues égaux , tous les outres côtés homologues 
sont aussi égaux entre eux ; les faces homologues sont égales 
et les polyèdres susceptibles de coïncider; donc ils sont 
égaux. Il en résulte que la similitude de deux polyèdres. 
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de môme espèce, exige une condition de moins que leur 
égalité, c’est-à-dire A— 1 conditions (liv. ii, 28, rem.). 


THÉORÈME XI. 

üeux polyèdres P et p, semblables à un troisième P', 
sont semblables entre eux. 

En effet, les polyèdres semblables P et P' ont les angles 
dièdres égaux chacun à chacun et situés dans le même or- 
dre , et les faces homologues semblables (déf. 1); pareille- 
ment, les polyèdres semblables p et P' ont les angles dièdres 
égaux chacun à chacun et situés dans le même ordre, et les 
faces homologues semblables ; donc P et p ont aussi les an- 
gles dièdres égaux chacun à chacun et situés dans le fnême 
ordre, et les faces homologues semblables (g. pl. liv. iv, 12); 
donc ils sont semblables. 


THÉORÈME XII. 

Deux angles dièdres CABD, GE F H sont entre eux 
comme les angles plans correspondants G BD, GFH. 

Supposons d’abord que les angles 
CB D, G F U soient commensqrables 
et qu’on ait, par exemple, CBD : 
GFH:: 5: 3. 

Si l’on divise l’angle CBD en cinq 
parties égales, et l’angle GFH en 
trois parties aussi égales entre elles, 
tous ces angles partiels seront égaux entre eux. Cela étant, 
conduisons les plans ABI, ABK, ABL... EFP, EFQ. 
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Puisqu’à des angles plans égaux correspondent des angles 
dièdres-égaux entre eux {liv.i, 16), l’angle dièdre CA BD 
est divisé en cinq angles égaux, et l’angle dièdre GEF H en 
contient trois; donc on- a C ABD : GEFH 5 : 3 ou :: CBD 
:GFH. 

Supposons , en second lieu , 
que les angles CBD, GFH 
soient incommensurables ; on 
aura encore la proportion 
CABD:GEFH::CBD :GFH. 

Pour le démontrer, divisons 
l’angle GFH, par exemple, en 
quatre parties IFG, IFK... égales entre elles; portons IFG 
sur C B D autant de fois que cela est possible , et supposons 
que l’angle CBD contienne cinq fois IFG avec un reste 
DBR<IFG. Puisqu’à des angles plans égaux correspondent 
des angles dièdres égaux entre eux et qu’à un plus petit an- 
gle plan correspond un plus petit angle dièdre (liv.l, 17) , 
les plans E FI, EF K, E FL diviseront l’angle dièdre GEFH 
en i parties égales à GEF I et l’angle dièdre CABD con- 
tiendra cinq fois ce même angle GEFI avec un reste 
DABB<GEFI ; donc l’angle dièdre CABD contient le 
quart de GEFH autant de fois que l’angle plan CBD con- 
tient le quart de GFH; or le nombre 4 des divisions de l’an- 
gle GFH a été pris arbitrairement, donc CABD contient 
une partie aliquote de GEFH, aussi petite qu’on voudra, 
autant de fois que CBD contient la même partie aliquote 
de GFH; doneCABD : GEFH ;:CBD :GFH. 

Remarque. On prouverait de miHne que : 1° deux angles 
Irièdres bircctangles BACD, sont en! re eux comme 

leurs troisièmes angles plans CliD, GFH; 2° deux fuseaux 
ou deux onglets, pris dans ta même sphère ou dans des 
sphères égales, sont entre eux comme leurs angles (liv. ni, 
déf. 10 et 12) ; 3“ deux fuseaux ou deux onglets, pris dans 
le même cylindre ou dans des cylindres égaux, sont entre 
eux comme leurs bases (déf. ti et 7) ; 4” deux fuseaux ou deux 
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onglets, pris dans le même cône ou dans des cônes égaux , 
sont entre eux comme leurs bases (déf. 5 et7). 


TnKOREME XIII. 


Tout angle dièdre a pourmesure l’angle plan qui lui 
correspond. 


Soient A et A' deux angles dièdres, a et a' les angles cor- 
respondants. En vertu du théorème précédent, on a la pro- 
portion A:A'::a:a'. Cela étant, si l’on prend A' pour 
unité d’angle dièdre et a' pour unité d’angle plan , le rap- 
port A : A' sera la mesure de l’angle A et le rapport a: a' 
celle de l’angle a ; donc la mesure d'un angle dièdre est 
égale ü celle de l’angle correspondant, en supposant qu’on 
prenne pour unité d’angle plan celui qui correspond à l’u- 
nité d’angle dièdre ; c’est ainsi qu’on doit entendre l’énoncé 
du théorème qu’il fallait démontrer. 

On prend ordinairement, pour unité d’angle dièdre, l’an- 
gle dièdre droit ; alors l’unité d’angle plan est l’angle plan 
droit (liv.i, 19, cor. 1). 

Uemarqce 1. On prouverait de même que tout angle 
trièdre birectangle a pour mesure son troisième angle 2 >lan , 
en supposant qu’on prenne pour unité d’angle plan le troi- 
sième angle de l’angle solide birectangle pris pour unité. 
Ordinairement, on prend pour unité d'angle solide l’angle 
trirectangle ; alors l’unité d’angle plan est l’angle plan droit. 

Kem ARQUE 2. Les angles trièdres birectangles OAEF, 
OBEF, formés par un plan EOF perpendi- 
culaire à l’aréte AB d’un angle dièdre C ABD, 
sont égaux entre eux et leur grandeur est la 
même quelle ({ue soit la position de leur 
sommet commun O sur l’arête A B (liv. ii, 6) ; 
d’ailleurs tout plan G O II oblique à l’arête 
AB, forme avec les plans ABC, A RD deux 
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angles trièdrcs adjacents OA G II , OBGII dont la somme 
est égale à celle des deux angles solides birectaiigles O A EF; 
O BEF; donc la somme des deux angles trièdres OAtiH, 
OBGHest double de l’angle trièdreOAEF, qui a pour 
mesure son troisième angle plan EOF [rem. 1); donc 
enfin lasomine des angles trièdres OAGH, OBGH/ome'i 
par un plan G OU gui coupe, comme on voudra, l'arête d’un 
angle dièdre, a pour mesure le double de l'angle plan cor- 
respondant à cet angle dièdre ou, autrement, le rapport de 
cette somme à l'angle solide trirectangle est égal au rapport 
du double de l’angle, correspondant à C angle dièdre, à l’an- 
gle plan droit. 

llEMARQCE 3. Soient F et F' deux fuseaux , pris sur la 
même sphère ou sur des sphères égales, A et A' leurs an- 
gles : on aura F:F' : : A ; A' (12, rem.) ; de plus , si l’on sup- 
pose que F' soit le fuseau droit ou le quart de la surface de 
la sphère (déf. 3), A' sera l’angle plan droit : donc , en dési- 
gnant par t le triangle sphérique trirectangle qui est égal ù 
à la huitième partie de la surface de la sphère , et par I) 
l’angle plan droit, la proportion précédente deviendra F:2< 
: : A : D ou F : < ; : 2A : I). Üonc un fuseau sphérique a pour 
mesure le double de son angle, en supposant qu’on prenne 
pour unité de surface le triangle trirectangle et l’angle plan 
droit pour unité d’angle. 

Re.«.\r()ce 4. On prouverait de mtmn c\}i' un onglet sphé- 
rique a pour mesure te double de V angle plan correspondant 
à son angle , en supposant qu’on prenne pour unité d espace 
la pyramide trirectangle ou la huitième partie de la sphère 
et, pour unité d’angle, l’angle plan droit (12, rem.). 


THÉORÈME XIV. 

t 

Deux triangles sphéri(jues symélrigues, ABC et abc, 
sont équivalents. 
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Soille côté AB = O 6, AC = fl c, 
BC = ôc et P le pôle du petit 
cercle qui passe par les trois 
points A, B, C. Menons les arcs 
PA, PB, PC qui seront égaux 
entre eux (liv.iii,déf.7) ; faisons l’angle paô = P AB; pre- 
nons l’arc ap = A P et menons les arcs pb,pc. 

Les triangles P AB , a 6 ont un angle égal compris entre 
côtés égaux chacun à chacun ; de plus, l’un d’eux, P A B, est 
isoscèle; donc ils sont égaux , te côté PB = pô et l’angle 
ABP=aôjB (liv.ni, 23). Mais l’angle ABC = a6c; donc 
ABC — k^^ — abc—abp, ou CBP = c6/>; donc les 
triangles PBC , /;6c ont un angle égal compris entre côtés 
égaux chacun à chacun ; d’ailleurs l’un d’eux, P BC, est iso- 
scèle; donc ils sont égaux et le côtéPC=pc; donc les 
triangles PAC, j» a c ont les trois côtés égaux chacun à cha- 
cun ; d’ailleurs PA = PC par hypothèse , donc le triangle 
PAC — pac (liv. 111,25) ; donc PA B + PBC — PAC =pab 
+pbc — pac ou, autrement, le triangle ABC est équiva- 
lent à abc. 

Remarque. Il en serait de même si le pôle P tombait dans 
le triangle ABC ; car alors les triangles A BC, abc seraient 
décomposables en trois triangles égaux chacun à chacun. 

Corollaire 1. Soient O et o les centres des sphères éga- 
les sur lesquelles sont situés les triangles ABC, abc. Les 
pyramides sphériques OABP etoabp, OBCPet oôcp, 
OACP etoflcp sont égales chacune à chacune (liv.iii,22, 
rem.) ; donc OABP + OBCP — 0.\CP = oabp + obep — 
oa ep] donc deux pyramides triangulaires sphérigues OABC, 
oabc, symétriques l'une de l’autre, sont équivalentes. 

Corollaire 2. On prouverait de même que deux angles 
trièdres symétriques OABC, oabc sont équivalents (liv. ill, 


2 - 2 ). 

Corollaire 3. Deux polygénes sphériques symétriques, de 
tant de côtés qu'on voudra, sont équmdents. Car ils sont 
décomposables on un même nombre de triangles symétri- 
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ques deu\ à deux. Il en est de mftme de deux pyramides 
sphériques symétriques, et de deux angles polyèdres symé- 
triques, de tant de faces qu’on voudra. 


TnÉOKÉME XV. 


Lorsque deux gramh cm/cs ABab, ACac se cou- 
pent dans un hémisphère ABCh c , la somme de deux 
triangles ABC, Abc, qui ont un angle opposé au 
sommet, a pour mesure le double de cet angle. 


En effet, les triangles Kbc, aBC, cor- 
respondants aux angles trièdres OA 6c, 
OaBC opposés au sommet , sont symétri- 
ques (liv.iii, déf. 2V) et, par suite, équiva- 
lents (li). Mais la somme des triangles 
ABC, «BC, qui composent le fuseau 
ABrtC, a pour mesure le double 2 A de l’angle du fuseau 

(13, rem. 3) ou, autrement, on a la relation 



2A 

= en désignant par t le triangle trirectangle et par D 

l’angle plan droit. Remplaçant «BC par A6c, il vient 

+ A bc _ ^ çg qg-jl faiiajj démontrer. 

Hemarque. On prouverait de même que la somme des 

deux pyramides 0ABC,0.\6c a-pour mesure 2A ou , 

, , , OABC-fOA 6c 2A 

autrement, quon a la relation =-ît> 

jo D 

P étant la pyramide trirectangle; et que la somme des deux 

angles trièdres OABC, OA 6c a pour mesure 2 A ou qu’on a 

OABC-HOA 6 C 2A ., . , , ..... 

- — — = -7-, s désignant 1 angle solide trirec- 

$ n 

tangle. 


«0 
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THEOREME XVI. 


Tout triangle sphérique ABC a pour mesure l’excès 
de la somme de ses angles sur deux angles droits. 


Achevons la circonférence de grand cercle 
BCE I), qui partage la surface de la sphère en 
deux parties égales (liv. ni, 5); puis prolon- 
geons les côtés B A , C A jusqu’à la rencontre 
de cette circonférence aux points D et E. La 
somme des triangles ABC , A DE a pour mesure le dou- 
ble de l’angle A du triangle ABC (15), ou, autrement, 

,,ABC + AÜE 2A ,,ABC + ACE 

(») = -jj-; on a d ailleurs (a) 



t 


2B . ABC + ABD 
= _et(s) : 


2C 

— (13, rem. 3); faisant 


la 


somme des égalités (i), (s), (s) et observant que la moitié de 

la surface de la sphère est égale à , il vient 

2A + 2B+2C ABC , „ A + B + C ^ ABC 
,ou — ; h 2 = , ou enfin 


D 

A + B + C-^2D 
D 


D 

, ce qu’il fallait démontrer. 


Remarque. On prouverait de même que toute pyramide 

triangulaire sphérique O A B C a pour mesure l’excès de la 

somme des angles de sa- base sur deux angles f/roiVi ou, autre- 

, , OABC A + B + C— 2D 

ment, quon a = ; et que tout 

angle trièdre O A BC a pour mesure V excès de la somme des 
angles du triangle correspondant sur deux angles droits ou 

quon a — ; — = (15,rem.etl3,rem.4 


D 


et 2). 
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THÉORÈME XVII. 

Tout polygone sphérique ABCDE a pour mesure 
l’excès de la somme de ses angles sur autant de fois deux 
angles droits qu’il a de côtés moins deux. 



En eiïet, chacun des triangles .\BC, 
A CD, A DE, dont se cKimpose le poly- 
gône proposé, a pour mesure l’excès de 
la somme de scs angles sur deux droits 
(16) ; donc la somme de tous ces triangles, 
ou le polygône A BC DE , a pour mesure 
l’excès de la somme des angles des triangles ou de la somme 
des angles du polygène sur autant de fois deux angles 
droits qu’il y a de triangles ou de côtés moins deux dans le 
polygône. 

REMARgoE 1. On peut substituer aux angles A, B, C, etc., 
du polygône les arcs correspondants à ces angles, pourvu 
qu’on remplace deux angles droits par une demi-circonfé- 
rence, ce qui donne lieu à cet autre énoncé: tout polygône. 
sphérique a pour mesure l'excès de la somme des arcs cor- 
respondnnts à ses angles sur autant de fois une dcmi-circon- 
férince qu'il a de côtés moins deux. 

REMARguE 2. On prouverait de môme que tmte pyramide 
sphérique O A BC DE a pour mesure C excès de la somme des 
angles de sa base sur autant de fois deux droits que cette 
base a de côtés moins deux , et que tout angle polyèdre 
OA BCDE a pour mesure l’excès de la somme des angles du 
polygône correspondant sur autant de fois deux droits que 
ce polygône a de côtés moins deux. 

Corollaire 1. Deux pyramides P et P', situées dans la 
même sphère ou dans des sphères égales , sont entre elles 
comme leurs bases B et B'. Car on a P : p :: H - 2 Dx(n — 2) 
: D et B : ^ H— 2D (»— 2) : D, en désignant par n le nom- 
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bre des côtés de lu buse B et pur H la somme de ses angles. 
On en déduit P B : t; on a de môme P' : p :: B' : / ; 
donc P: P.';: B: B'. 

Corollaire 2. On prouverait de môme que deux angles 
solides S e< S' au centre de la même sjihère ou de sphères 
égales sont entre eux comme les polygones correspondants. 
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LA MESURE DES POLYÈDRES. 


DÉFINITIONS. 

1. Le volume d’un corps est le rapport de son étendue à 
celle du corps pris pour unité. 

Ainsi, en supposant qu'on prenne, pour unité d'espace, le 
cube dont le côté est un mètre, lorsqu’un corps, de forme 
quelconque, contient douze fois la dixième partie du mètre 
cube, le volume de ce corps est égal au nombre 1, 2. 

2. La section droite d’un prisme est la section, faite dans 
le prisme, par un plan perpendiculaire aux arêtes latérales. 

3. I.e produit d’une surface par une ligne est le produit 
de l’aire de la surface par la longueur de la ligne (g. pl. liv. 
v,déf. 2ctl). 

4.. Un tronc de piisme est la partie d’un prisme, comprise 
entre la base et la section faite par un plan non parallèle à 
la base. 

5. Cette base et la section sont les buses du tronc. 

6. Un tronc de pyramide est la partie d’une pyramide, 
comprise entre la base et la section faite par un pian quel- 
conque. 

7. La base de la pyramide et la section sont les bases du 
tronc. 

8. La hauteur d’un tronc de pyramide, à bases parallèles, 
est la distance des deux bases. 

THÉORÈME PREMIER. 

Deux parallélépipèdes rectangles de même base sont 
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entre eux comme leurs hauteurs ou, autrement, deux 
parallélépipèdes rectangles, qui ont deux dimensions 
égales chacune à chacune, sont entre eux comme leurs 
troisièmes dimensions. 


!£ 


/TZ71 


Soient les parallélépipèdes 
rectangles ABCDE, FGHIK, 
qui ont la base BCDE = 
G H I K ; on aura la propor- 
tion ABCDE : FGIHR :: 
“ AB:FG. 

Supposons d’abord que les hauteurs AB, FG soient com- 
mensurables et qu’on ait, par exemple, AB : FG :: 4 : 3. 
Divisons FG en trois parties F L, LM, MG égales entre elles, 
et portons FL sur AB autant de fois que cela est possible : 
en vertu de la supposition, FL sera contenue exactement 
quatre fois dans A B. Cela étant, si dans chacun des paral- 
lélépipèdes, on mène, par tous les points de division, des 
plans parallèles aux bases, on décomposera le parallélépi- 
pède FGIIIK en trois parallélépipèdes égaux entre eux, 
comme ayantmôme base etinéme hauteur(liv. ii,26, cor. 1); 
le parallélépipède ABCDE contiendra quatre de ces mômes 
parallélépipèdes; donc on aura la proportion ABCDE: 
FGHIK:: 4:3 ou :: AB : FG. 

En second lieu , si les 
hauteurs AB, FG sont 
incommensurables , on 
aura encore la propor- 
tion ABCDE : FGHIK 
:: AB : FG. 

Observons d’abord que 
si l’on a FG<A B, on aura de même FGHIK<ABCDE. 
Car, si l’on prend BL=FG et qu’on mène le plan LM N O 
parallèleàBCDE, on aura LBCDE=FGHIK; orLBGDE 
<ABCDE, donc FGHIK <ABCDE. 




m 
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Cela étant, divisons F G, par exemple en 5 parties F P, 
PQ... égales entre elles; portons F P sur A H autant de fois 
qu’elle peut y être contenue, six fois par exemple, avec un 
reste AR<FP : si, par tous les points de division, on mène 
des plans parallèles aux bases, le parallélépipède FGUIK 
sera décomposé en 5 parallélépipèdes égaux entre eux , 
comme ayant même base et même hauteur; le parallélépi- 
pède AB CI) E contiendra 6 de ces parallélépipèdes partiels, 
avec un reste A RSTU<FPV XY, puisque l'on a AR<FP; 
donc le parallélépipède ABC DE contient la cinquième par- 
tie de FGHIK autant de fois que la hauteur A B contient la 
cinquième partie de la hauteur FG; or le nombre 5 des di- 
visions de la hautenr FG a été pris arbitrairement ; donc le 
parallélépipède ABC UE contient une partie aliquote de 
FGHIK, aussi petite qu'on voudra, autant de fois que la 
hauteur AB contient la même partie dliquote de FG; donc 
ABCDE. FGUIK;: AB: FG. 

THÉORÈME II. 

Deux parallélépipèdes rectangles P et P', qui ont 
une dimension égale , sont entre env comme les pro- 
duits de leurs autres dimcnsiotis ou, autrement, deux 
parallélépipèdes rectangles de même hauteur sont entre 
eux comme leurs bases. 

1“ Soient a, b, c les trois dim'ensions du parallélépipède 
P; a, b', c' celles du parallélépipède P' : on aura P : P' :: ô 
X c : 6' X e'. 

Concevons un troisième parallélépipède rectangle P" dont 
les trois dimensions soient a, b, c'. Les parallélépipèdes P et 
P", ayant deux dimensions égales chacune à chacune, sont 
entre eux comme leurs troisièmes dimensions (I), et on a 
V : V" c : c' ; pareillement, les parallélépipèdes P" et F, 
ayant deux dimensions égales chacune à chacune, on a P^' 
: P' :: 6 : 6'. Faisant le produit de ces deux proportions, et 
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supprimant le facteur P" commun aux deux premiers termes 
de la proportion résultanle, il vient P : P' :: 6 x c : 6' x 

2" Soient B et B' les bases des parallélépipèdes P et P'' 
dont a est la hauteur commune. On a B : B' :: 6 x c : 6' x e' 
(g. pl. liv. v,2) ; cette proportion et la précédente ayant un 
rapport commun, il vient P : P' :: B : B'. 

Re.marqle. Dans les proportions V:\f"v.c:c', P": P':; 
b-.b', P:P':;<. xc;è'x c' , on peut supposer indifférem- 
ment que P, P', V" sont des solides ou des nombres qui 
expriment les rapports de ces solides à celui qu'on prend 
pour unité; mais, lorsqu’on multiplie entre elles les deux 
premières pour en déduire la troisième, on admet tacite- 
ment que P, P', P" désignent les volumes (déf. 1) des so- 
lides que l’on considère, sans quoi les produits PxP''', P" 
X P' n’auraient aucune signification. 

• 

TIIÉOKÈME III. 

Deux parallélépipèdes rectunffles rinelconques P et P' 
sont entre eux comme les produits de leurs buses par 
leurs hauteurs ou comme, les produits de leurs trois 
dimensions. 

1” Soient B et B' les bases des parallélépipèdes P et P', 
H et II' leurs hauteurs : on aura P : P' :: B X 1! ; B' X II'. 

Concevons un troisième parallélépipède rectangle P" qui 
ait B pour base, et II' pour hauteur. P et P", ayant même 
base B, on a P : P" :: H : II' (I); pareillement, P" et P', 
ayant même hauteur II', ou a P" : P' :: B : B' (2). Faisant le 
produit de ces deux proportions, et supprimant le facteur P" 
commun aux deux premiers termes de la proportion résul- 
tante, il \ient P ; P':: B X H : B' X II'. 

2" Soient a, b, c les trois dimensions du parallélépipède 
P, et fi', c' celles de P'. Si l’on pose H=«, ll'=a', on aura 
B=èxc, B'=è'xt;' (g. pl. liv. v, 3), et la proportion précé- 
dente deviendra P: P':: axiXe: «'xè'Xc'. 
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TnÉORHME IV. 

Le volume d’un parallélépipède reclanfjle est é(/al au 
produit de sa base par sa luiuleur ou au produit de ses 
trois dimeusions. 

1° Soient P et P' deux parallélépipèdes rectangles, H et B' 
leurs bases, H et H' leufs hauteurs. On a, par 1e théorème 
précédent, P ; P' :: B x II : B' x H'. 

* Cela étant, si l’on suppose que P' soit le cube dont le côté 
est égal à l’unité linéaire , et qu’on prenne ce cube pour 
unité d’espace et sa base pour unité de superficie , chacun 
des nombres B', H' sera égal à l’unité, et la proportion pré- 
cédente deviendra P : P' B X II : 1 X 1, d’où l’on déduit 
(P : P') = B X H. Donc le volume d'un parallélépipède rcc- 
langle est égal au produit de sa base par sa hauteur, lors- 
qu on prend pour unités d'espace et de superficie le cube et 
le carré dont tes côtés sont égaux à [unité linéaire. 

2“ Soient a, b, c les trois dimensions du parallélépipède 
P. Si l’on pose II=«, on aura B = èxc (g. pl liv. v, 3) : sub- 
stituant ces valeurs de II et B dans l’égalité (P : P') = Bx H, 
il vient (P ; P')=oXèXc. Donc le volume i[un puraltétépi- 
pède rectangle est égal au produit de ses trois dimensions , 
lorsqu’on prend pour unité d'espace le cube dont le côté est 
égal à [unité linéaire. 

IÎE5I vaQUE. Supposons, par exemple, que la base d'un pa- 
rallélépipède rectangle contienne l mètres carrés 8 déci- 
mètres carrés et que sa hauteur soit égale à 7 mètres G déci- 
mètres. Si l'on prend le mètre cube pour unité d’espace, 
le volume du parallélépipède proposé sera 4,08 x 7, G ou 
31,008; c’est-à-dire qu’il contiendra 31 mètres cubes, plus 
8 millièmes de mètre cube on, ce qui revient au même, 
31 mètres cubes plus 8 décimètres cubes. Car si l’on conçoit 
la base du mètre cube divisée en 100 décimètres carrés 
(g. pl.liv. V, 3, rem.), et qu’on mène, par chaque point de 
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division, une parallèle à la hauteur jusqu’à la rencontre de 
la face opposée, on décomposera ainsi le solide en 100 pa- 
rallélépipèdes rectangles d’un décimètre carré de base et 
d'un mètre de hauteur : ensuite , si l'on divise une arête 
latérale en dix parties égales, et qu’on mène, par tous les 
points de division, des plans parallèles à la base, on décom- 
posera chacun des 100 parallélépipèdes partiels eh dix autres 
parallélépipèdes rectangles ayant un décimètre carré de 
base et un décimètre de hauteur. Donc le mètre cube sera 
divisé en 100 x 10 ou 1000 décimètres cubes; ce qui mon- 
tre qu’un décimètre cube est la millième partie d’un mètr'e 
cube. On verrait de môme qu’un centimètre cube est la mil- 
lionième partie d’un mètre cube, et qu’un millimètre cube 
en est la billionième partie ; ainsi, lorsqu’on prend le mètre 
cube pour unité, un solide, dont le volume est 1,42356789V, 
contient un mètre cube, plus 423 décimètres cubes, plus 
567 centimètres cubes, plus 894 millimètres cubes. 


THÉORÈME V. 


*Tout prisme triangulaire droit ABCDEF a pour 
mesure le produit de sa base par sa hauteiir. 



Supposons d’abord ( fig. 1 ) 
que la base DKF du prisme 
proposé soit un triangle rec- 
tangle en E, et achevons le 
parallélépipède rectangle AG. 
Les deux prismes triangulaires 
droits ABCDEF, BIICDFG 


sont égaux, comme ayant des bases égales et même hau- 
teur B F (liv. Il, 26, cor. I ) ; donc chacun d’eux est la moitié 
du parallélépipède; mais ce parallélépipède a pour mesure 
le produit EFG I) x BF de sa base par sa hauteur (4) ; donc 
le prisme ABCDEF a pour mesure ^EFGDxBF ou 
DEF X BF. 
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Ën second lieu, supposons que la base DËF (lig. 2) ne 
V soit pas un triangle rectangle. Du sommet F du plus grand 
des trois angles 1), F, F abaissons la perpendiculaire FG 
sur DK; puis, conduisons le plan BFGH qui décompose le 
prisme proposé en deux prismes triangulaires droits dont 
les bases F’ G E , F G D sont des triangles rectangles. En vertu 
de ce qui précède, le prisme ABIIGEF a pour mesure le 
produit G K F x BF de sa base par sa hauteur; pareillement, 
le prisme IIBCDGF a pour mesure le produit DGFxBF; 
donc le prisme total ABC DEF a pour mesure (GEF + 
DGF) X BF, ou DEF x BF. 

Corollaire. Tout prisme droit ABCDEFGHIK a pour 
mesure te produit de sa base par sa hauteur. 

A E Car, si l’on mène les plans GACI, GADK 

qui décomposent le solide en prismes trian- 
gulaires, les prismes partiels auront pour 
il. ...;r mesures respectives les produits GH I x AG, 
GIK X AG , FGK X AG ; donc le prisme 
1 total a pour mesure le produit FGH I K x 

AG de sa base par sa hauteur. 


THÉORÈME VI. 

Tout prisme oblique ABCDKF est équivalent au 
prisme droit qui a, pour base, la section droite du pre- * 
mier'et, pour hauteur, son arête latérale. 



Prenons, sur le prolongement de A F. , un 
point G tel que, si l’on mène un plan GUI 
perpendiculaire sur E , le prisme proposé 
soit situé tout entier d’un même côté de ce 
plan ; prolongeons A G d’une quantité G L 
= .\ E ; puis, menons le plan L.M K parallèle 
au plan G H I : le prisme droit G H I K LM 
est équivaletit au prisme oblique A BC DËF. 
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En effet, on a, par construction, GL= AE; ajoutant ËG 
(le part et d’autre, il vientEL = AG; on a de môme FM= 
BH, DK = CI.Cela ôtant, plaçons la figure EFDKLM sur 
la figure A B<’,1G H , de manière que la base LM K coïncide 
a\ec labascGHI (liv. n,25); la droite LE, perpendiculaire 
au plan LM K, coïncidera avec la droite G A perpendiculaire 
au plan GH I (liv. 1 , 10), et le point E tombera au point A ; 
on prouverait de môme que le point H tombera au point B 
et le point I au point C; donc le solide EF DK LM coïnci- 
dera avec ABCIGH; donc ces deux solides sont égaux ; 
donc, en leur ôtant la partie commune EFDIGH, on aura 
le prisme oblique AB CI) EF équivalent au prisme droit 
Gin K LM. 

Corollaire 1. Tout prisme oblique a pour mesure le pro- 
duit de sa section droite par son arête latérale (5). 

Corollaire 2. Tout prisme triangulaire 
ABC DE F a pour mesure la moitié du pro- 
duit ACD E X G II d'une face latérale par la 
distance de cette face à l'arête opposée. Car 
soit G I K la section droite du prisme et V 
son volume. On a V = G I K x A E (cor. 1) ; 
or GlK = -5lK X GH (g.pl.liv. V, 5); donc 
V = iAE XlKxGU = iACDExGIl(g. 
pl. liv. v,6). 

THÉ0R'È(.ME VII. 

Tout prisme trinnijulaire obliipie ABCDEF a pour 
mesure le produit DEF x AU de sa base par sa bail- 
leur. 

A c ' 

Achevons le parallélogramme DEFG et 

\ \yY menons AD, BG. Les prismes triangulaires 
ABCDEF, AEDGBF ont une face latérale 
\ commune .\EF B; de plus, les arêtes DG, CD, 
• e '■ li opposées à cette face, sont situées dans un même 
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plan CDG parallèle au plan AEFB (liv.i,6); donc elles 
sont également distantesde ce dernier plan (liv. i, 30, cor. 1); 
'donc les deux prismes triangulaires ont la même mesure 
(6, cor. 2) et sont équivalents : or le prisme A E DG F B a aussi 
pour mesure le produit | DEFG xA II (6, cor. 2) , ou DEF 
xAH ; donc il en est de même du prisme proposé. 


THÉORÈME ’VIII. 

« 

Tout parallélépipède , et en général un prisme guel- 
conque, a pour mesure le produit, de sa base par sa 
hauteur. 


Car un prisme quelconque peut être décomposé en au- 
tant de prismes triangulaires de même hauteur, qu'il y a 
de côtés moins deux dans le polygônc qui lui sert de hase 
(5, cor.). Or chaque prisme triangulaire a pour mesure le 
produit de sa base par sa hauteur (7) , donc le prisme total 
a pour mesure la somme des bases de ces prismes partiels 
multipliée par la hauteur commune ou, autrement , le pro- 
duit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire 1. Tous (es prismes, qui ont des bases équiva- 
lentes et des hauteurs égales sont équivalents. 

Corollaire 2. Les deux prismes triangulaires, symétri- 
ques l’un de C autre , dans lesquels se décompose un parallé- 
lépipède (liv. Il, 35), sont équivalents. Car ils ont des bases 
égales et, pour hauteur commune , celle du parallélépi- 
pède. 

Corollaire 3. Deux prismes quelconques sont entre eux 
comme les produits de leurs bases pur leurs hauteurs. 

Coroll aire h. Deux prismes de base équivalente sont entre 
eux comme leurs hauteurs, et deux prismes de même hau- 
teur sont entre eux comme leurs bases. 


Digitized by Googic 



302 


GÉOMÉTRIE DE L’eSPACE. 


TUÉOKÈME IX. 

Deux télraï'dres S ABC , s abc, qui ont des bases 
équivalentes et des hauteurs égales, sont équivalents. 

s Supposons que les ba- 

â ses équivalentes ABC, 
abc soient situées dans 
un même plan , que la 
droite A D, perpendicu- 
laire à ce plan , soit la 
^ hauteur commune des 
T deux tétraèdres, et que 

la pyramide SA BC ne soit pas moindre que sabc. Divisons 
AD en plusieurs parties DE, EF, etc., égales entre elles ; 
puis, par chacun des points de division E. F, G, menons un 
plan parallèle à celui des bases. Ces plans couperont les 
deux pyramides suivant des triangles H 1 K et A ik, LMN et 
Inin, OPQ et op9 équivalents chacun à chacun (liv. iv,2, 
cor.). Cela étant, sur les triangles ABC, OPQ, LMN, etc., 
comme bases inférieures, construisons des prismes saillants 
O ABC, LO PO, etc., qui aient une de leurs arêtes latérales 
dirigée suivant SA, et dont ED soit la hauteur commune. 
Construisons, ensuite, sous les triangles hik, Itnn , opq , 
comme bases supérieures, des prismes intérieurs Ihikj 
olm n, aopq, qui aient une de leurs arêtes latérales dirigée 
suivant sa, et dont ED soit la hauteur commune. Le pre- 
mier prisme saillant SHIK et le premier prisme intérieur 
Ihik, ayant la base II IK équivalente à hik et même 
hauteur, sont équivalents (8, cor. 1); par la même raison, 
le second prisme saillant H LMN est équivalent au second 
prisme intérieur o/j«n, et ainsi de suite, à l’exception du 
dernier prisme saillant O ABC qui , par conséquent, est la 
différence entre la somme des prismes saillants et celle des 
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prismes intérieurs. Or la pyramide SA BC est moindre que 
la somme des prismes saillants et la pyramide «a 6c est plus 
grande que celle des prismes intérieurs ; donc la différence 
des deux pyramides est moindre que celle des deux som- 
mes de prismes ou que le prisme O ABC dont la hauteur 
A G et, par suite, le volume (7) peuvent être supposés aussi 
petits qu’on voudra; donc les pyramides SABC, sabc sont 
équivalentes. 

TUÉORÈME X. 


Le volume d’une pyramide triangulaire SABC est 
égal au tiers du produit de sa base par sa hauteur. 

Sur la base ABC, construisons un 
prisme triangulaire ABC DE S qui ait une 
arête latérale SB commune avec la pyra- 
mide; puis, menons le plan ESC. Le 
prisme ABC DES se compose de trois 
pyramides SABC, SACE, SCDE; les 
deux dernières ont des bases égales ACE, 
C D E et, pour hauteur commune , la pérpendiculaire abais- 
sée du point S sur le plan AC DE; donc elles sont équiva- 
lentes (9): il en est de même des deux pyramides SA ItC , 
SCDE, qui ont la base ABC= DES et des hauteurs éga- 
les à celle du prisme ; donc les trois pyramides sont équi- 
valentes ; donc chacune d’elles est le tiers du prisme; or le 
prisme a pour mesure le produit de sa base ABC par sa 
hauteur (7); donc la pyramide SABC a pour mesure le 
tiers du produit de sa base par sa hauteur. 

* THÉORÈME XI. 

Toute pyramide SABCDE a pour mesure le tiers du 
produit de sa base par sa hauteur. 
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Menons les plans SB 1), SBE qui décom- 
posent la pyramide en autant de tétraè- 
dres qu’il y a de côtés moins deux dans le 
polygône qui lui sert de base. Chacun de 
ces tétraèdres a pour mesure le tiers du 
produit de sa base par sa hauteur (tO); 
donc la pyramide totale a pour mesure' le 
tiers du produit de sa base par sa hauteur. 
Toutes les pyramides, qui ont des bases 
équivalentes et des hauteurs égales, sont équivalentes. 

CouoLLAiBE 2. Toute pyramide est le tiers d'un prisme de 
base équivalente et de même hauteur (8). 

Corollaire 3. Deux pyramides quelconques sont entre 
elles comme les produits de leurs bases par leurs hauteurs. 

CoivoLLAiRE k. Deux pyramides de. base équivalente sont 
entre elles comme leurs hauteurs, et deux pyramides de 
même hauteur sont entre elles comme leurs bases. 

ItEMARyuE. En général, pour mesurer un polyèdre, on le 
décompose en pyramides, par exemple en menant des plaôs 
de division par un même sommet (liv.ii,33,rem.); on cal- 
cule séparément te volume de chaque pyramide ; la somme 
de tous ces volumes partiels est égale au volume du polyèdre 
proposé. 

TUÉORÈME XII. 
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Corollaire 1. 


Le volume d’un polijedre circonscrit à une sphère e.sl 
égal au tiers du produit de sa surface par le rayon de 
la sphère inscrite. 



Soit le polyèdre ABCD qui touche la 
sphère aux points M ,N, P, etc. ; il aura 

ABC + ABÜ + ACn-f-etc. 
pour mesure ^ 

XOM. 

Par le centre O et chacune des arêtes 
AB, AG, BC... conduisons un plan. Le 
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polyèdre sera décomposé en autant de pyramides qu’il a de 
faces, toutes ces pyTamides ayant pour sommet commun le 
centre de la sphère inscrite Mais le rayon OM , mené au 
point de contact , est perpendiculaire au plan ABC (liv. iii, 
i) ; donc la pyramide OA BC a pour mesure jABC x OM 
(10); par la même râison’ la pyramide O A B D a pour mesure 
^ABDxON, et ainsi de suite, quel que soit le nombre des 
faces du polyèdre ; or OM = ON = OP, etc. ; donc le po- 
lyèdre ABCD a pour mesure f ABCxOM + ^ ABÜxOM 


. ABC + ABD + ACD + etc. 

+ etc., ou 


XOM. 


, Corollaire. Devx polyèdres, circonscrits à la même sphère 
ou à des sphères égales, sont entre eux comme leurs surjaces. 


• TUÉORKME XIII. 

Vil Iruîtc \BC\)üh Cil (le pyramide iiuelcum/ue, à 
bases parallèles , peut être changé en un tronc de pyra- 
mide triangulaire équivalent, qui ait même hauteur et 
des bases équivalentes à celles du premier. 

^ Dans le plan de la base in- 

S A férieure du tronc , décrivons 

/|\\ ‘ / iW un triangle EFG équivalent à* 

ÎA ^ cette base (g. pl. liv. v, prob. 

r\ t/- r 1); élevons, sur ce plan, une 

/'® o' \ / \ / perpendiculaire HT égale à 

hauteur O S de la pyramide 
.. * SA BCD, et achevons la pyra- 

mide triangulaire TEFG. La section ef g, faite dans cette 
pyramide par le plan de la base supérieure du tronc , est > 
équivalente à cette base (liv. iv,2, cor.) ; d’ailleurs HA = Oo 
(liv. I, 30, cor.l) ; donc les troncs de pyramide EFGefg, 

A BCD aècd ont môme hauteur et dés bases équivalentes 
chacune à chacune : de plus, OS= HT, Oo = HA et , par 

ÎO 
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suite, OS— O o=U T — H/t, ou So=TA; donc lespyramides 
Sabcd, Tefg, qui ont des bases équivalentes et des hau- 
teurs égales, sont équivalentes (11, cor. 1); par la même 
raison, la pyramide S A BCD est équivalente à TEFG ; donc 
SABCD — SaôctZ = TEFG — l'e/g ou, autrement, les 
troncsde pyramide ABCDaùcd, EFGe/jr sont équivalents. 

THÉORÈME XIV. 

Un tronc de pyramide triangulaire ABCDEF^ et en 
général un tronc de pyramide quelconcjuc à bases pa- 
rallèles, est égal à la somme de trois pyramides gui ont, 
pour hauteur commune, celle du tronc, et, pour bases 
respectives, la base inférieure du trône, sa base supé- 
rieure et une moyenne proportionnelle entre ces deux 
bases. 

B c 1“ Menons les plans A DE, A BD qui dé- 

« composent le tronc en trois pyramides trian- 
gulaires A DEF, ABCD, ABDE. La prc- 
P mière, considérée comme ayant son sommet 
en A , a pour hauteur la hauteur du tronc 
• et pour base la base inférieure du tronc. La 
seconde .ABCD, considérée comme ayant 
son sommet en 1), a pour hauteur la hauteur du tronc et 
pour base la base supérieure du tronc. Quant à la troisième 
ABDE, si l’on mène AG parallèle à BE jusqu’à la rencontre 
de E F en G et que l’on conduise le plan G BD, on formera 
ainsi une pyramide triangulaireGBDEéquivalente àABDE 
comme ayant la même base BDE et même hauteur (9), 
puisque les sommets A et G sont situés sur une droite paral- 
lèle au plan de la base commune (liv. i, 30, rem.). Mais cette 
pyramide G BDE, considérée comme ayant son sommet en 
B, a pour hauteur la hauteur du tronc et pour base le trian- 
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gle 1)EG ; donc il suffit de prouver que ce triangle est 
moyen proportionnel entre les bases DEF, ABC. Or les 
triangles DEF, DEC, ayant le côté commun DE et l'angle 
commun E, adjacent à ce côté, on a la proportion DEF : 
DEC :: EF ; EG (g. pl. liv. v, 9, rem.), ou :: EF : A B (g. pl. 
liv. Il, 17) ; de plus, les triangles D EG, A BC, ayant le côté 
EG = A B et l’angle E = B , on a de môme DEC : ABC :: 
DE : BC ; enfin les triangles semblables DEF, ABC donnent 
EF:AB::DE:BC; donc DEF: DEG :: DEC ; ABC. 

2° Un tronc de pyramide quelconque à bases parallèles 
étant équivalent à un tronc de pyramide triangulaire qui a 
même hauteur et des bases équivalentes à celles du premier 
(13), le théorème se trouve aussi démontré pour un tronc 
de pyramide quelconque. 

ConoLLviivE. Soient B, b, H les bases et la hauteur du 
tronc; son volume sera jHx(B+ô+ Vhb] (10). 


THÉORÈME XV. 

Un tronc de prisme triangulaire, ABCDEF, est 
é'agl à la somme de trois pyramides qui ont, pour base 
commune, lu base inférieure du tronc et, pour soumets 
respectifs, les sonnnets A, B, G de la base supérieure. 

Menons les plans A DE, A BD qui dé- 
composent le tronc en trois pyramides 
triangulaires ADEF, ABDE, ABCD. 
La première a pour base la base infé- 
rieure du tronc et pour sommet le point 
A. La seconde ABDE est équivalente à 
la pyramide F B DE qui a même base 
BDE et même hauteur, puisque les 
sommets A et F sont situés sur une droite parallèle au plan 
de celte base ; or cette pyramide FBDE peut être considé- 
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rée comme ayant pour base le triangle DE F et pour sommet 
le point B ; donc il ne reste plus à considérer que la troi- 
sième pyramide A B CD. Cette pyramide est équivalente à 
la pyramide FE CD qui a la base ECD équivalente à la base 
BC I) (g. pl.liv. v,5,cor. 1) et même hauteur, puisque les 
sommets A et F sont situés sur une droite parallèle au plan 
des bases. Enfin la pyramide FCDE peut être considérée 
comme ayant pour base le triangle DEF et pour sommet 
le point C. 

CoiioLLviHE. Soit B la base inférieure du tronc et a,b, c 
les distances des sommets A , B , C au plan de cette base ; 
son volume sera ^B x (a + 6+c). 


THEOREME XVI. 


Deux pyramides symétriques SAB CD, sabcd sont 
équivalentes. 

Prolongeons la hauteur 
S O de la première , d’une 
quantité 0S'=0 S et ache- 
vons la pyramides' A BCD 
qui sera symétrique de 
SABCD, par rapport au 
plan de la base commune, 
et , par suite , égale à 
(liv. Il, 3Ü.) ; mais 
les pyramides SABCD, 
S'A BCD sont équivalen- 
tes, comme ayant même 
base et des hauteurs égales ; donc les deux pyramides 
SA BCD, sabcd sont aussi équivalentes. 

Corollaire. Deux polyèdres symétriques sont équivalents. 
Car ils sont décomposables en un même nombre de pyra- 
mides symétriques (liv. ii, 33, rem.). 
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THÉORÈME XVII. 

Deux tétraèdres ABCD, AEFG, qiii ont un angle 
solide égal, sont entre eux comme les produits des cotés 
qui comprennent l'angle égal. 

Menons le planBDF. Les pyramides 
ABCD, A B DF, considérées comme 
ayant pour sommet commun le point B, 
ont même hauteur et sont entre elles 
comme leurs bases; donc ABCD: 
ABDF :: ACD: ADF; mais les trian- 
® gles ACD, ADF, ayant l’angle A com- 
mun et le côté commun A D adjacent à 
cet angle, on a la proportion ACD : ADF 
::AC:AF et, par suite, ABCD : A BDF :: AC : AF. Les 
pyramides ABDF, AEFG, considérées comme ayant 
pour sommet commun le point F, ont môme hauteur et 
donnent la proportion ABDF: AEFG :;ABD: AEG oü 
:: ABxA D: AEx AG (g pl. liv. v,9); faisant le produit des 
deux dernières proportions et supprimant le fadeur ABDF 
commun aux deux premiers termes de la proportion résul- 
tante, il vient ABCD:AEFG:: ABx.XCxA D:.\ExAF 
XAG. 

Corollaire 1. Deux prismes triangulaires , qui ont un 
arujte solide égal, sont entre eux comme tes produits des cô- 
tés qui comprennent l'angte cÿn/. Car chacun de ces prismes 
est triple du tétraèdre qui a, pour arêtes latérales , les trois 
côtés qui comprennent l’angle égal (10). 

Corollaire 2. Deux parallélépipèdes , qui ont un angle 
solide égal, sont entre eux comme les produits des côtés qui 
comprennent l'angte égal. Car chacun de ces parallélépipèdes 
est double du prisme triangulaire construit sur les trois 
côtés qui comprennent l’angle égal (8, cor. 2). 
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TUÉORÊME XVIII. 

Unix télraklres semblables ABCD , ah cd sont en- 
tre eux comme les cubes des côtés liomolof/ues. 



Soit l’angle A = a et la suite 
de rapports t!gaux A B : a 6 : : 
AC :ac :: \\):ad (liv.iv,3). 
On a , par le théorème précé- 
dent , ABCI):a6c</::ABx 
AC X Al): aixaexarf; mais 
la suite de rapports égaux 


Wi'.ab:: \C: ac::\\):ad donne ABxACxADiaô 


xaexnrf::AB^: o 6'^; donc, à cause du rapport commun 
aux deux proportions, il vient ABCl):a6cfr:;AB*:a6*. 


THÉORÈME XIX. 


Unix pohjx'dres semblables P et P' sont entre eux 
comme les cubes des côtés homologues. 

Concevons les polyèdres P et P' décomposés en un même 
nombre de tétraèdres .A et A', B et B', C et C', etc. , sem- 
blables chacun à chacun (liv.iv, 10) ; et soient a et a' deux 
côtés homologues dans ces polyèdres. 

On a , par ce qui précède (18) , A : A' : a'*, B : B' :: 

a : «'*, C :C' r.a : a'^, etc., d’où l’on déduit A : B : B' 

::C : (7... Dans cette suite de rapports égaux, la somme des 
antécédents (A + B + C + etc.) , ou le polyèdre P, est à la 
somme des conséquents (A' + B'+C'+etc.), ou au polyèdre 
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P', comme un antécédent A est à son conséquent A' ou 

3 3 

comme a : a' . 

Remarque. On prouverait de môme que les surfaces de 
deux polyèdres semblables sont entre elles comme les carrés 
des côtés homologues. 
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•LES POLYÈDRES RÉGULIERS 

ET LA MESIJKE DES TROIS CORPS RONDS. 


DÉFINITIONS. 

t. On appelle atujlp. solide réf/jdier, celui qui a tous scs 
angles dièdres égaux et tous ses angles jilans égaux. 

2. V>n polyèdre régulier K'ài ce\\i\ qui a tous ses angles 

dièdres égaux , et dont toutes les faces sont des polygônes 
réguliers égaux entre eux. , 

Ainsi tous les cubes sont des polyèdres réguliers. 

3. Le centre et le rayon d'un polyèdre régulier sont le 
centre et le rayon de la sphère circonscrite au polyèdre. 

4. Vapothème d'un polyèdre régulier est le rayon de la 
sphère inscrite dans le polyèdre. 

6. L’angle solide, qui a pour arêtes les rayons menés aux 
sommets d’une môme face d’un polyèdre régulier est un 
angle au centre du polyèdre. 

6. pyramide régulière est celle qui a pour base un 
polygône régulier et dont toutes les arêtes latérales sont 
égales entre elles (liv. i, 31). 

Remarque. La droite , menée du sommet au centre de la 
base, est la hauteur de la pyramide. 

7. Tout prisme droit, qui a pour base un polygône régu- 
lier, est un prisme régulier. 

8. lin prisme est inscrit dans un cylindre , quand ses 
bases sont inscrites dans celles du cylindre. 

Dans le môme cas, le cylindre est circonscrit au prisme. 

9. Un prisme est h un cylindre, quand ses 

bases sont circonscrites à celles du cylindre. 
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Dans le même cas, le cylindre est inscrit dans le prisme. 

10. Une pyramide est inscrite dans un cône, lorsqu'elle a 
môme sommet, et que sa base est inscrite dans celle du cône. 

Dans le môme cas, le cône est circonscrit à la pyramide, 

11. Une pyramide est circonscrite à un cône, quand elle a 
môme sommet, et que sa base est circonscrite à celle du 
cône. 

Dans le môme cas, le cône est inscrit dans la pyramide. 

12. Deux fuseaux ou deux onglets, pris dans des sphères 
différentes, sont semblables, quand ils ont des angles égaux. 

13. Deux polygônes sphériques, situés sur des sphères 
différentes, sont semblables , quand ils correspondent à des 
angles au centre, égaux entre eux. 

11. Deux pyramides sphériques sont , quand 

elles ont pour bases des polygônes semblables. 

15. Deux cylindres ou deux cônes sont semblables , lors- 
que leurs hauteurs sont entre elles comme les diamètres des 

•bases. 

16. Lorsque deux solides, terminéé d’une part, par une 
môme surface plane , sont tels que l’un soit situé entière- 
ment dans l'autre , on dit, en faisant abstraction de cette 
surface commune, que |a surface du second eriveloppe celle 
du premier en se terminant à un môme contour. 

La surface du premier solide est considérée comme un 
cas particulier de toutes les surfaces enveloppantes. 

17. Lorsque deux solides sont tels que l'un soit situé en- 
tièrement dans l’autre , on dit que la surface du second 
enveloppe entièrement celle du premier. 

La surface du premier est considérée comme un cas par- 
ticulier des surfaces enveloppantes. 

18. Un troue de cône est la partie d'un cône, comprise 
entre la base et la section faite par un plan quelconque. 

19 La base du cône et la section sont les bases du tronc. 

20. Le côte d'un tronc de cône, à bases parallèles, est la 
partie d’une génératrice, comprise entre les deux bases. 

21. hauteur du tronc est la distance des deux bases. 
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22. On nomme secteur sphérique le solide engendré par 
un secteur circulaire qui fait une révolution entière autour 
d'un diamètre mené hors du secteur. 

23. I.a base d’un secteur .sphérique est la zône décrite 
par la base du secteur circulaire générateur. 

2i. Un cylindre est équilatéral lorsque sa hauteur est 
• égale au diamètre de sa base. 

25. thi cône est équilatéral lorsque son côté est égal au 
diamètre de sa base. 

26. Un cylindre est dans une sphère , lorsqu’il a 

pour bases deux petits cercles de la sphère. 

27. Un cône e.st dans une sphère, lorsque son 

sommet et la circonférence de sa base sont situés sur la 
sphère. 

28. Un cylindre équilatéral est circonscrit à une sphère , 
lor.squ’il a pour ave un diamètre de la sphère. 

29. Un cône équilatéral est c//-con.?cn/ à une sphère, lors- 
qu’il a pour ave la hauteur d’un triangle équilatéral cir- 
conscrit ô un grand cercle de la sphère. 

TIIKOHÈME PKEMIEK. 

Lorsqu’on prend sur les arêtes d un aiujle solide ré- 
(julier, à partir du sommet, des droites SA , SB, SC, 
etc., éf/ales entre elles , les extrémités A, B , C, D , E 
de toutes ces droites sont situées dans un même plan. 

JJ En efl’et, par hypothèse, tous les triangles 

à S AB, SBC, SCI), etc. , sont isoscèles et ont 
un angle égal compris entre côtés égauv 
chacun à chacun ; donc l’angle SBA = SBC 
=SCB = SCI), etc.; mais l’angle dièdre 
- \ I I , D S B = SC (déf. 1) ; donc les angles solides 
V --- BA SC, CBSD ont un angledièdie égal com- 

** pris entre deux angles plans égaux chacun à 
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chacun et, par suite, l’angle dièdre HC du premier est égal 
à l’angle dièdre C B du second ; donc le plan B C 1) coïncide 
avec le plan ABC: on prouverait de môme que le plan 
CDE coïncide avec BCD; donc tous les points A, B, C, I), E 
sont dans un môme plan. 

ItEMARQüK. Les triangles SAB, SBC SCI), etc., ayant 
un angle égal compris entre côtés égaux chacun ii chacun , 
le côté AB = BC = CI), etc. ; de plus, les angles solides A, 
B, C, D, E ayant un angle dièdre égal compris entre côtés 
égaux chacun à chacun, l'angle E AB = A BC = BC D, etc. ; 
donc A BC DE est un polygônc régulier. 

Cela étant, si l’on conçoit un second angle solide régulier 
sabede tel que l’angle plan asb = A SB , et qu’on suppose, 
comme précédemment, sa = sb — sc , elc,.\ a bede sera 
un polygône régulier semblable ii ABC DE (g. pl. liv. vi, 5); 
les angles solides A et a auront les trois angles plans égaux 
chacun à chacun et, par suite, l’angle dièdre SA=.s«; 
donc deux angles solides réguliers , S et , gui ont le même 
angle plan et le même nombre de faces , sont égaux entre 
eux. 


THEOREME 11. 


On peut construire un tétrahirc réf/ulier dont te côté 
soit égal à une droite donnée AB. 


Décrivons, sur A B, un triangle équilatéral 
ABC; par le centre O de ce triangle , me- 
nons 01) perpendiculaire à son plan ; cons- 
truisons le triangle rectangle AÜD dont l’hy- 
poténüse A D = AB (g.pl.liv.iii, prob.2i) ; 
le tétraèdre A BCD est le solide demandé. 
En ellct, la droite 01) étant perpendicu- 
laire au plan A BC, on a A D = BD = CD (liv. i, 31) -= AB; 
donc toutes les facerf du tétraèdre sont des triangles équila- 
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tcraux égaux entre eux; de plus, les angles solides A, B, C, 
D, ayant les angles plans égaux chacun à chacun, les angles 
dièdres AB, BC, CD, etc, sont tous égaux entre eux 
(liv. 11,6); donc le tétraèdre est régulier (déf.2). 

THÉOUËME III. 


On peut construire un hexaèdre régulier dmt le côté 
soit égal à une droite donnée AB. . 

H Décrivons, sur AB, un carréABCD; 
aux points A, B, C, D, élevons, sur le plan 
de ce carré, des perpendiculaires AF, 
g BG, CH, DE égales à la droite donnée 
AB: l’hexaèdre ABCDEFGH est le so- 
lide demandé. 

Car tontes ses faces sont des carrés qui ont pour côté la 
droite donnée AB, et les angles solides A , B, C, D, E, etc., 
ayant les angles plans égaux chacun à chacun, tous les 
angles dièdres AB, BC, BG, etc, sont égaux entre eux. 



. THÉORÈME IV. 

On peut construire un octaèdre régulier dont le côté 
soit égal à une droite donnée AB. 


AOE, BOE, AOF 



Décrivons, sur AB, un carré ABCD; 
par le centre O de ce carré , menons la 
droite EF perpendiculaire à son plan ; 
prenons, de part et d’autre du point O, 
dans la direction KF, des grandeurs 
OE = OF =AO : l'octaèdre E ABC DF 
est le solide demandé. 

En effet, les triangles rectangles AOB, 
, etc. , ont un angle égal compris entre 
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Côtés égaux; donc AB = AE = BE =AF, etc.; donc le 
solide est compris sous huit triangles équilatéraux égaux 
entre eux. De plus, les quadrilatères A BC D, A EGF, B ED F 
étant des carrés (g. pl. liv. ii, 2t,cor.), si l’on compare deux 
angles dièdres quelconques Afi, CE, on voit qu’ils sont 
égaux, comme opposés à des angles plans droits^ dans des 
angles trièdres A BEF, CB DE qui ont les trois angles 
plans égaux chacun à chacun (liv. ii, 6) ; donc l’octaèdre 
EABCDF est régulier. 

Corollaire. Lorsque trois droites égales AC , BD , EF «e 
coupent deux à deux en leur milieu et à angle droit , leurs 
extrémités A, B, C, D, E, F sont les sommets d'un octaèdre 
régulier. 

THÉORÈME V. 

On peut construire un dodécaèdre régulier dont le 
côté soit égal à une droite rfo/mée AB. 

Décrivons, sur A B, un pentagône régu- 
lier ABC DE; aux points A, B, C., etc , 
construisons, d’un même côté du plan 
ji de ce pentagône, des angles trièdres ré- 
guliers AEOB, BAMC, CBDK , etc, , 
(liv. Il, 17); les deux droites AO, BM 
seront situées dans un même plan ; car les angles trièdres 
AEOB, BAMC ayant les trois angles plans égaux chacun 
à chacun , l’angle dièdre A B de l’un est égal à l’angle 
dièdre BA de l'autre; donc le plaifOAB coïncide avec le 
plan ABM et, par suite, les droites AO, BM sont dans un 
même plan OABM; on prouverait de même que les deux 
droites BM, CK sont dans un même plan MBCK et ainsi 
de suite. Cela étant, prenons AO = BM = CK-, etc., = AB 
et achevons les pentagônes réguliers ABMNO, BCKLM, 
etc. Il en résultera une surface continue ABCDEFGHl... 
composée de six pentagônes réguliers égaux et dans la- 
quelle tous les angles dièdres AO, AB, BM, BC, etc., sont 
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aussi égaux entre eux. De plus, les angles trièdrcs AOBE, 
ONAP, MNIIL, etc., ayant un angle dièdre égal, compris 
entre deux angles plans égaux chacun à chacun, les angles 
plans BAE, N O P, LMN, etc., sont tous égaux entre eux, 
ainsi que les angles dièdres A B, 0 N , .M N , .M L , etc. 

Concevons qu’une seconde abedefghi... égale 

à la firemière, soit placée de manière que la droite Im coïn- 
cide avec rP et l’angle'w Ik avec PFG ; le point k tombera 
en G et, l’angle dièdre A / de l’angle solide A /ci étant égal à 
l’angle dièdre FG de l'angle solide FPG E, le plan Iki coïn- 
cidera avec le plan FG H, l’angle Iki avec FGH, et le point 
i tombera en H ; on voit doméme que les points A, 
tomberont respectivement aux points 1 , K, L , M , N, O. Il 
en résulte une surface composée de douze pentagénes ré- 
guliers égaux et dans laipiclle les angles dièdres formés 
par des faces adjacentes sont égaux enli (! eux ; donc le so- 
lide compris sous cette suj-face est un dodécaèdre régulier. 


rUEOBKME VI. 


On peut construire un icosaedre régulier dont le côté 
soit égal à une droite donnée A Ji. 


Construisons un penta- 
gène régulier M N PQ B dont 
le cété M N = .\ B ; par le. 
centre O de ce pentagéne , 
élevons la perpendiculaire 
OS à son plan ; décrivons le 



triangle rectangle MOS dont l’hypoténuse .MS = MN, et 
achevons l’angle solide régulier SM NPQ R qui est com- 
pris .sous cinq triangles équilatéraux. 

Décrivons ‘ensuite , sur la droite donnée AB, un triangle 
équilatéral ABC; et faisons, d’un môme côté du plan de ce 
triangle, des angles solides .\ BCE F G, BAC I II G, C ABI DF^ 
égaux àSMNPQB. Il en résulte une surface continue 
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ABCDEFGHI, composée de dix triangles équilatéraux et 
dans laquelle chacun des angles plans EFG, FGIl , GlI I, 
etc., formés par deux côtés consécutifs de son contour, est 
égal à l’angle MN P d'un penlagône régulier. 

Cela étant, concevonsqu’unc seconde surface abcdef ghi, 
égale à la première, soit placée de manière que le coté ej 
coïncide avec 1)1 et l’angle efg avec 1) 111 ; le point g tom- 
bera en II, le plan fg/i coïncidera avec le plan 111 G et 
l’angle fyh avec l’angle IHG ; donc le point h tombera en 
G ; on voit de même que les points i et d coïncideront avec 
les points F et E. On obtient ainsi une surface continue 
composée de vingt triangles équilatéraux et dans laquelle 
les angles dièdres formés par des faces adjacentes sont 
tous égaux entre eux ; donc le solide compris sous cetle sur- 
face est un icosaèdre régulier, 

TIIÉOIIÉME VI I. 

Il n’existe que cinq espèces de polyèdres réyulicrs. 

On a vu qu’il existe trois espèces d’angles solides régu- 
liers formés avec des angles de triangles équilatéraux , as- 
semblés trois à trois, quatre à quatre et cinq à cinq (2, 4, C). 
Supposons qu’on puisse construire une nouvelle espèce 
d’angle solide régulier, avec six angles de triangles équila- 
téraux : la somme de ces angles serait égale à -j d’angle 
droit multipliés par 6 ou à i angles droits , ce qui ne peut 
avoir lieu (liv. ii, 15). A plus forte raison, est-il impossible 
de construire un angle solide régulier avec plus de 6 angles 
égaux à 7 d’angle droit. On voit, de môme, qu’on ne peut 
construire un angle solide avec plus de trois angles d’un 
carré ou d’un penlagône régulier ; donc il n’existe que cinq 
espèces d’angles solides réguliers formés avec des angles de 
polygônes équilatéraux (2, 3, 4,5, 6). Mais deux polyèdres 
réguliers, qui ont le môme angle solide, ont aussi le même 
nombre de sommets ; car .si l’un des polyèdres avait « som- 
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mets ou angles solides de pins que l’autre, la somme de tous 
les angles plans du premier excéderait celle des angles 
plans du second de kn angles droits (liv.ii, 29), ce qui est 
impossible (liv. ii, 15). Il en résulte que les deux polyèdres 
ont la môme somme d’angles plans (liv. ii,29), ce qui exige 
que leurs faces, qui sont des polygônes réguliers sembla- 
bles, soient en môme nombre; donc ces deux polyèdres 
sont de môme espèce, et il n’existe que cinq espèces de 
polyèdres réguliers. 

THÉORÈME VIII. 

Deux polyèdres réguliers de même espèce sont sem- 
blables. 


En effet , les faces des deux polyèdres, étant des poly- 
gônes réguliers d’un môme nombre de côtés, sont sembla- 
bles (g.pl. liv. VI, 5) : de plus, leurs angles solides, étant 
réguliers (déf. 1) et ayant leurs angles plans égaux et en 
môme nombre, sont égaux entre eux (1, rem.); donc les 
deux polyèdres ont les angles dièdres égaux chacun à cha- 
cun et les faces homologues semblables; donc ils sont 
semblables (liv. 4-, déf. 1). 

CouoLLAiRE. Deux polyèdres réguliers de même espèce, qui 
ont un côté égal, sont égaux entre eux (liv. iv, 10, rem.). 

. THÉORÈME IX. 


Dans tout polyèdre régulier , on peut inscrire une 
sphère, mais on n’en petit inscrire qu’une. 



1° Soient ABC, A BD deux faces adja- 
centes du polyèdre, E G et F G les perpen- 
diculaires abaissées des centres de ces faces 
sur le côté commun A B. Le plan EGF est 
perpendiculaire sur A B et, par suite, sur 
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chacun des plans ABC, ABD (liv. i, 18) ; donc les perpendi- 
culaires menées à ces plans par les centres E et F, sont si- 
tuées tout entières dans le plan EGF [liv. i, 20) où elles se 
rencontrent en un point O (g. pl. liv. i, 1 4). Les triangles 
rectangles O E G, OFG ont l’hypoténuse O G commune et le 
côtéEG=FG; doncOE=OF et l'angle EGO=OGF; donc 
EGO est la moitié de l'angle plan EGF correspondant à 
l’angle dièdre A B du polyèdre. Il en résulte qu’en faisant la 
même construction pour deux faces adjacentes quelconques 
du polyèdre, on obtiendra un triangle rectangle eog analo- 
gue à EOG, dans lequel on aura eÿ=EG, et l’angle eyo — 
EGO; donc oe = OE = OF, ce qui montre que les perpen- 
diculaires, menées aux centres des faces du polyèdre, se 
rencontrent en un même point O également distant de 
toutes ces faces ; donc la sphère décrite du point O comme 
centre, avec O E pour rayon, passera par les points E, F, 
e, etc., et sera inscrite dans le polyèdre (liv. iii, 4). 

2“ Supposons qu’on puisse inscrire une seconde sphère 
dans le même polyèdre. Le centre de cette sphère étant 
également distant de toutes les faces (liv. iii, 4), appartient 
aux différents plans bissecteurs OAB, OAG, OBC (liv. i, 
33) qui se rencontrent en un seul point O ; donc les deux 
sphères inscrites, ayant même centre et même rayon, ne 
forment qu’une seule et môme sphère. 

T11ËUUÈ.ME X. 

A tout polyhlre régulier on peut circonscrire une 
sphère, mais on n en peut circonscrire qu’une. 



1” Soit O fe centre de la sphère inscrite 
dans le polyèdre (9). Le point O, appartenant 
à la perpendiculaire OE, est également dis- 
tant des points A, B, G ( liv. 1, 31); ce même 
point O, appartenant à la perpendiculaire OF, 
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est également distant des points A, B, I), et ainsi de suite ; 
donc il est également distant de tous les sommets du po- 
lyèdre; donc la sphère décrite, du point O comme centre, 
avec OA pour rayon, sera circonscrite au polyèdre. 

2° Il esf d’ailleurs impossible de circonscrire une autre 
sphère au même polyèdre; car, par les quatre points A, B, 
C, 1) non situés dans un même plan, on ne peut faire passer 
qu’une seule sphère (liv. ni, 8). 

Corollaire I . La tphère inscrile dans un polyèdre régu- 
lier et la sphère circonscrite sont concentriques. 

Corollaire 2. ’ioutes les pyramides régulières O ABC, 
OA BD, etc. (déf. 6) ayant même base et même hauteur, 
sont susceptibles de coïncider ; donc tmit polyèdre régulier 
est décomposahle en autant de pyramides régulières égales 
entre elles qu’il a de faces , chacune de ces pyramides ayant 
pour sommet le centre du polyèdre et, pour base, une de ses 
faces. 

Corollaire 3. L’angle au centre d’un polyèdre régulier 
est égal au quotient de la division de huit angles solides tri- 
rectangles par le nombre des faces du polyèdre. 

THÉORÈ.ME XI. 

La surface totale d’un cylindre est plus grande que 
celle de tout prisme inscrit ABCDEFGHIK, 

La surface composée du fuseau ALBIIMG 
et des segments A LB, G M H est plus grande 
que le rectangle A B II G, terminé au même 
contour (ax.l3); pareillement, la surface 
composée du fuseau B NCI PH et des seg- 
ments BNC, HP'l est plus grande que le rec- 
tangle BCIH, et ainsi de suite ; donc ta sur- 
face latérale du cylindre, augmentée de tous 
les segments des bases, est plus grande que la surface laté- 
rale du prisme : ajoutant, de part et d’autre, les deux bases 
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du prisme , nu a la surface totale du cylindre plus grande 
que celle du prisme inscrit. 

THÉORÈME XII. 

La surface totale d'un cylindre est moindre que toute 
autre surface etweloppante , terminée aux plans des 
bases. 

Il est évident que, parmi toutes les, surfaces qui enve- 
loppent la surface totale du cylindre, en se terminant aux 
plans des bases (déf. 17), il en est au moins une qui n’en 
admet pas de plus petite qu elle ; donc si l’on prouve que 
toute surface enveloppante, autre que celle du cylindre, en 
admet une plus petite qu’elle, il s’ensuivra que la surface 
du cylindre sera la plus petite de toutes. Par un point pris 
sur la surface latérale du cylindre, hors de la surface enve- 
loppante, menons un plan tangent (liv. iii, 31) qui coupera 
cette surface suivant une ligne plane et en détachera une 
partie plus grande que la surface plane terminée au même 
contour (ax. 1.3) : en remplaçant cette partie de la surface 
enveloppante par la surface plane , on obtiendra une autre 
surface enveloppante plus petite que la première, ce qu’il 
fallait démontrer. 

Corollaire. La surface totale d’un cylindre est moindre 
que celle de tout prisme circonscrit. 

THÉORÈME XIII. 

I.a surface latérale d'un prisme droit a pour mesure 
le produit du périmètre de sa base par sa hauteur. 

En effet , cette surface est composée de rectangles qui 
ont pour bases respectives les différents côtés de la base du 
prisme et, pour hauteur commune , la hauteur du prisme; 
or chaque reclartgle a pour mesure le produit de sa base 
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par sa hauteur, donc la somme de tous ces rectangles, ou la 
surface latérale du prisme, a pour mesure le produit du pé- 
rimètre de sa base par sa hauteur. 

Kemahque. On démontrerait de même que la surface la- 
térale d'un prisme oblique a pour mesure le produit du pé- 
rimètre de sa section droite par son arête latérale. 

Corollaire. En ajoutant à la mesure de la surface laté- 
rale d'un prisme régulier (déf. 7), le double de l'aire de sa 
base (g. pl.liv. v,8), on trouve que la surface totale d'un 
prisme régulier a pour mesure le produit du périmètre de sa 
base par la somme de sa hauteur et de V apothème de cette 
base. 


THÉOBÈ.UE XIV. 

La surface totale d’un cylindre a pour mesure le pro- 
duit de la circonférence de sa base par la somme de sa 
hauteur et du 7'ayon de cette base. 



Soient OA et OH le rayon de la base et 
la hauteur du cylindre. On aura S = cire. 
OAx(OH+OA), en désignant par S la 
mesure de la surface totale du cylindre. 

Inscrivons et circonscrivons, au cercle 
OA, deux polygônes réguliers semblables, 
dont M N et PQ soient les côtés; considé- 
rons ces polygônes comme les bases de deux prismes régu- 
liers, l'un inscrit et l'autre circonscrit au cylindre, et ap- 
pelons surf. M N et surf. PQ les mesures des surfaces tota- 
les de ces prismes. On a (13, cor.) surf. .M N=pér. MNx(OH 
-l-OI) etsurf. PQ=pér. PQx(OH + OA) ; mais S est com- 
* prise entre surf. M N et surf. PQ (11 et 12), ou entre pér. 
AINx(0H + 01) et pér. PQx(OH + OA); le produit cire. 
OA X (O H -1-0 A) est aussi compris (g. pl. liv. vi, 10 et 11) en- 
tre pér. .MNx(OH-i-Ol) et pér. PQx(OH-t-OA); de plus, 
la difl'érence pér. PQx(i)H-f-OA) — péi*. MNx(OH-l-OI) 
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peut être supposée aussi petite qu’on voudra, puisque les 
différences (pér.PQ— pér.MN)et (OH+OA)— (OH + OI) 
ou (OA — 01) sont elles-mêmes aussi petites qu’on voudra 
(g. pl. liv. VI , 9; et 6, cor.) ; donc les nombres constants S et 
circ.OAx(OU + OA) sont égaux, ce qu’il fallait démontrer. 

CoiioLtAiRE 1. Soient R et H le rayon de la base et la hau- 
teur du cylindre : sa surface totale a pour mesure R 

x(H-t-R) = 2TCRH-F2TvR*; or2iv R® est la mesure de la 
somme des bases (g. pl. liv. vi, 14-), donc la surface latérale 
d'un cylindre a pour mesure le produit de la circonférence 
de sa base par sa hauteur. 

CoKüLi.AiRR 2. Les surfaces latérales S et s' de deux eylin^ 
dres semblables sont entre elles comme les carrés des hau- 
teurs ou des rayons des bases. Car, en multipliant entre elles 
•lesdeu.x proportions H : H' R : R', 2 iî R : 27t R' :: R : R', 

• il vient2irRH:2TvR'H'::R^R'%Ui :s';:R*:R'*. 

Corollaire 3. Tout fuseau cylindrique F a pour mesure 
le produit AxH de sa base par sa hauteur. Car, soit s la 
surface latérale du cylindre et R le rayon de sa base. On a 
F : s :: A : 2 tc R (liv.iv, 12, rem.) et, par suite, F : s AxH 
: 27» RH; ori = 2 t;RH, doncF=AxH. 

THÉORÈME XV. 

La surface totale d’un cône est plus grande que celle 
de toute pyramide inscrite. 

La surface composée d\j fuseau S A MB 
et du segment AMR est plus grande que 
le triangle SAB, terminé au même con- 
tour (ax.l3) ; pareillement, la surface com- 
posée du fuseau SBNC et du segment BNC 
est plus grande que le triangle SBC, et 
ainsi de suite ; donc la surface latérale du 
cône, augmentée de tous les segments de 
la base, est plus grande que la surface latérale de la pyra- 
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mide ; ajoutant, de part et d’autre, la base de la pyramide, 
oti a la surface totale du cône plus grande que celle de la 
pyramide Inscrite. 


THÉORÈME X.VJ. 

La surface totale d'un cône est moindre que toute 
autre surface enveloppante, terminée au plan de la 
base. 


En raisonnant comme dans la démonstration du théo- 
rème 12, on voit qu'il suffit de prouver que toute surface 
enveloppante, autre que celle du cône, en admet une plus 
petite qu’elle. 

Par un point pris sur la surface latérale du cône, hors de 
la surface enveloppante, menons un plan tangent (liv. iii, 
33) qui coupera cette surface suivant une ligne plane et en 
détachera une partie plus grande que la surface plane ter- 
minée au môme contour : en remplaçant cette partie de la 
surface enveloppante par la surface plane, on obtiendra 
une autre surface enveloppante, plus petite que la première, 
ce qu’il fallait démontrer. 

CoiioLLAïuE. Im surface totale d'un cône est moindre que 
celle de toute pyramide circonscrite. 


THÉORÈME XVII. 

La surface latérale crime pyramide récjuliére a pour 
mesure la moitié du produit du périmètre de sa base 
par la hauteur d'une face latérale. 

En effet, cette surface est composée de triangles iso- 
scèles (déf. 6), de môme hauteur, qui ont pour bases respec- 
tives les difl'érents côtés de la base de la pyramide ; or cha- 
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que triangle a pour mesure la moitié du produit de sa base 
par sa hauteur, donc, la somme de tous ces triangles, ou la 
surface latérale de la pyramide, a pour mesurer la moitié du 
produit du périmètre de sa base par la hauteur d’une face 
latérale. 

Corollaire. En ajoutant, à la mesure de la' surface laté- 
rale d’une pyramide régulière, l'aire de sa base, on trouve 
que la surface totale d’une pyramide régulière a pour me- 
sure la vioitié du produit du périmètre de su base par lu 
somme de la hauteur d'une face latérale et de l’apothème de 
cette base. 

« 

THÉORÈME XVUI. 

La surface totale d'un cône a pour mesure la moitié 
du produit de la circonférence de sa base par la somme 
de son côté et du raijon de cette base. 

Soient OA et SA le rayon de la base et 
le côté du cône. On aura S = | cire. O A X 
(S.\-|-OA), en désignant par S la mesure 
de la surface totale du cône. 

Inscrivons et circonscrivons , au cercle 
OA, deux polygônes réguliers semblables 
dont MN et PQ soient les côtés; considé- 
rons ces polygônes comme les bases de 
deux pyramides régulières, l’une inscrite et l’autre circon- 
scrite au cône, et appelons surf. .M N et surf. P Q les me- 
sures des surfaces totales de ces pyramides. On a (17, cor.) 
surf.MN = i pér.MNx(SI-l-Ol) et surf. PQ = i pér. PQ 
x(SA + OA) ; mais S est comprise entre surf. M N et surf. 
PQ (15 et 16) ou entre 7 pér.M Nx (SI + OI) et^pér. PQ 
x(SA + OA); le produit i cire. OA x{ SA +0 A) est aussi 
compris entre t pér. AI N x(SI + 01) et ^ pér. PQ x (SA + 
OA); de plus, la différence | pér. PQx(SA + OA) — j pér. 
MNx(Sl + 01) peut être supposée aussi petite qu’on vou- 
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dra, puisque les différences ; (pér. PQ — pér. MN), OA — 
01, et S A— SI (g. pl. liv. Il, 2'*) sont elles-mêmes aussi pe- 
tites qu’on voudra ; donc les nombres constants S et 4 cire. 
OAx(SA + OA)sont égaux, ce qu’il fallait démontrer. 

Corollaire 1. Soient R et L le rayon de la base et le côté 
d’un cône; sa surface totale a pour mesure ir Rx(L+R) = 

wRL+ttR*; or TC R* est la mesure de sa base, donc /a sur- 
face latérale d’un cône a pour mesure lu moilié du produit 
de la circonférence de sa base par son côté. 

• Corollaire 2. L^s surfaces latérales de deux cônes sem- 
blables sont entre elles comme les carrés des côtés ou des 
rayons des bases. * 

Corollaire 3. Un fuseau conique a pour mesure la moitié 
du produit de sa base par le côté du cône, 

THKOUÈSIE XIX. 

La surface latérale d’un tronc de cône, à hases pa- 
rallèles, a pour mesure le produit de son côté par la 
demi-somme des circonférences de ses bases ou, aulre- 
rnent, le produit de son côté par la circonférence de la 
section faite à égale distance des deux bases. 



1“ Soient OA, CR les 
rayons des bases et AB 
le côté du tronc ; on 
aura surf. lat. AB = AB 
cire. OA + cire. CB 

X . 


Élevons, sur le côté SA, la perpendiculaire A D équiva- 
lente à cire. OA; joignons le point S au point D et me- 
nons BE parallèle à AD : la droite BE est équivalente à 
cire. CB; car les triangles semblables SBE, SAD don- 
nent BE : A D :: SB : S A ; on a d'ailleurs circ.CBrcirc. 
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OA::CB:OA(g. pl. liv.vi,12)ou :: SB: SA; doncBE : A I) 
:: cire. CB : circ.OA ; or AD=circ.OA par hypothèse, donc 
BE =circ. CB. Mais la surface latérale du cône SO a pour 
mesure -ï cire. OAxSA [18, cor. t) ou ; ADxSA; le triangle 
rectangle SAD a aussi pour mesure^ ADxSA (g. pl. liv. v, 
4) : donc la surface latérale du cône est équivalente au trian- 
gle SA D ; on prouverait de même que la surface latérale du 
cône SC est équivalente au triangle S BE; donc la différence 
des surfaces latérales des deux cônes est égale à la diffé- 
rence des triangles SAD, SBE ou, autrement, la surface 
latérale du tronc est équivalente au trapèze A DE B; donc 

ces deux surfaces ont pour mesure commune A B x ^ 


(g. pl. liv. V, 7) ou AB X 


cire. O A + cire. C B 
2 


2° Par le point F, milieu de A B, menons un plan perpen- 
diculaire à l’axe et la droite F G parallèle à A D. On prouve- 
rait, comme précédemment, que F G est équivalente à cire. 
F H; or le trapèze A DE B a pour mesure A BxFG ; donc la 
surface latérale du tronc a aussi pour mesure A BxFG ou 
ABxcirc. FH. 

Corollaire. Soient R et r les rayons des bases et L le côté 
d’un tronc de cône ; sa surface latérale a pour mesure tt L 

X(R + r). 


THÉORÈME XX. 

La surface cnyendrée par la hase d’un triangle iso- 
scèle AUC, gui fait une révolution entière autour d'une 
droite MN, menée par son sommet , dans son plan, et 
hors du triangle, a pour mesure la projection PQ de sa 
base sur V a.ve multipliée par la circonférence gui a 
pour rayon, sa hauteur AD. 
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Il s’agit de prouver qu’on a surf. BC 
= P(Jx2tcAD, en désignant par surf. 
BC l’aire de la surface dont BC est la 
génératrice. 

La droite BC, faisant une révolution 
entière autour de MN , décrit la surface latérale d’un tronc 
de cône dont BP et CQ sont les rayons des bases*; donc 
surf. BC= BCx2tvDE (19) : cela étant, menons CF per- 
pendiculaire à BP; les triangles BCF, A DE, ayant les 
côtés perpendiculaires chacun à chacun , donnent BC : AD 
;:CF ou PQ : DE; donc BCxDE = ADxPQ; remplaçant 
BCxDEpar A DxPQ dans la valeur de surf.' B C, il vient 
surf.BC = PQx 27 t AD. 

KemÂiique. Un des côtés du triangle ABC (fig. 1) peut 
4 ; être situé dans la direction 

j\ de l’axe M N. Alors la droite 

j BC décrit la surface laté- 
I raie tl’un cône dont BP est 
ï*~L P 7v 0 le rayon de la base; donc 
surf. BC=2 t:BP X iBC( 18 ,cor.l)= 27 rBPxCD. Mais les 
triangles rectangles BPC, ACD, ayant l’angle C commun, 
sont semblables et leurs côtés homologues donnent la pro- 
portion BP: AD :: CP ;CD, d’où l’on déduit BPxCD=A D 
xCP et, par suite, surf. BC = CPx27r A D. 

Enfin, la base du triangle ABC (fig.2) peutôtre paralièleà 
l’axe, .\lors BC décrit la surface latérale d’un cylindre dont 
PQ est la hauteur et dont BP, CQsont les rayons des bases ; 
donc surf. BC = 2 t;BPxPQ (14, cor. 1) ou PQx2ttAD. 

CüROLLAiKE. La surface décrite par la base d'un secteur 
polygonal régulier qui fait 

une révolution entière autour d’un 
diamètre A B cercle circonscrit , a 
pour mesure la projection BP de sa 
base sur l'aue, multipliée par la cir- 
conférence du cercle inscrit à celte base. î^ar, en abaissant 
les perpendiculaires DQ , CK, sur .\B, on a surf. BC = BR 


M ,v 


F/ 
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L 
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Xcirc. ÜI , surf. CD = R Q X cire. 0 1 , surf. D K = l’ Q x 
cire. 01 et, par suite, surf. BCDE= (BK + UQ4 PQ) x 
cire. 01 = BPxcirc. 01. 

Lorsque le secteur se change en un demi-polygône régu- 
lier, la surface décrite par la ligue brisée A FEDCB a pour 
mesure le diamètre AB multiplié par la circonférence du 
cercle inscrit au polygOne. 

TIIÊORKME XXI. 

Une zone à une base est moindre que toute autre sur- 
face enveloppante. 

. Il suffit de prouver que, parmi les surfaces dont il s’agit, 
toute surface enveloppante , autre que celle de la zône , en 
admet une plus petite qu’elle. 

Par un pohit pris sur la zône, hors de la surface envelop- 
pante , menons un plan tangent (liv. ni, i), qui coupera 
cette surface suivant une ligne plane et en détachera une 
partie plus grande que la surface plane terminée au même 
contour; en remplaçant celte partie de la surface envelop- 
pante par la surface plane, on obtiendra une autre sur- 
face enveloppante plus petite que la première, ce qu’il 
fallait démontrer, 

IlExiABQiE. On prouverait de môme que /a surface totale de 
la sphère est moindre que toute autre surface enveloppante ^ 
et que la surface engendrée par la base d'un secteur polg- 
gonal régulier, qui fait une révolution, entière autour du 
diamètre mené par une de ses extrémités , est moindre que 
toute autre surface enveloppante, terminée au même contour. 

THliORÊME XXII. 

Vne zone que/conque a pour mesure le produit de su 
hauteur par la circonférence il’ un grand cercle, et la 
surface totale de lu sphère a pour mesure le produit de 
son diamètre par la circonférence dftn grund cercle. 
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1° Considérons la zône à une base , 
décrite par l’arc BE qui fait une révo- 
lution entière autour du diamètre ÂB: 
on aura zône BE = BFx27tOB, BF 
étant la hauteur de la zône. 

Pour le démontrer, inscrivons dans l’arc BE une suite de 
droites BC, CI), DE égales entre elles; aux milieux des 
arcs sous-tendus par ces droites , menons des tangentes 
MN,NP, PQ terminées aux prolongements des rayons 
OB,OC,OD,OE; abaissons QS perpendiculaire sur AB, 

O G perpendiculaire sur BC , et concevons que toute la fi- 
gure fasse une révolution entière autour de A B. On aura 
surf.BCDE = BFx27tOG (20, cor.) et surf.MNPQE = * 
MSx2t: 0 B + surf. EQ ; mais zône B E est comprise entre 
surf. BCDE et surf. MNPQE, qui se terminent au même 
contour rire. EF (21) ou entre BFx2TtOGetMSx2TtOB 
+ surf. EQ ; le produit BFx2rOB est aussi compris entre 
B F X 2 TT O G et M S X 2 TT O B + surf. EQ : de plus, la différence 
(MSx2itOB + surf.EQ)-BFx2TtOG, ou 2rX(MSxOB 
— BFxOG) + surf. EQ, peut être supposée aussi petite 
qu’on voudra; car les différences OB — OG, MS — BF = 
BM-t-SF<2BM, sont aussi petites qu’on voudra (g. pl. 
liv. VI, 6 et 7, cor.) , et il en est de môme (19) de surf. EQ = 
7 tEQx(QS + EF), puisque la droite EQ = BM et que, EF , 
étant constant, QS diminue lorsqu’on double le nombre des 
droites égales, inscrites dans l'arc B E ; donc les nombres con- 
stants zône BEet BFx2wOB sont égaux, ce qu’il fallait 
démontrer. 

Si l’angle B OE était droit ou aigu, la différence MS— BF 
serait égale à fi M ou à BM — SF et , à plus forte raison , 
aussi petite qu’on voudrait. 

2" Considérons la zône à deux bases, engendrée par l’arc 
CE. On a, par ce qui précède, zône BE = BFx27tOB, 
zône BC = BRx2irOB; donc zône BE — zôneBC = (BF 
— BR)x2itOB ou zône CE = FRx2ttOB. 

3“ La surface totale de la sphère , étant composée des 
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deux zônes à une base décrites par les arcs AE et BE, a 
pour mesure AFx2itOB4 BFx2i:OB ou ABx2TtOB; 
ce qu’on peut d’ailleurs prouver directement. 

Corollaire 1. Soit H la hauteur d’une icône et K le rayon 
de la sphère dont elle fait partie. Cette zôue a pour mesure 
2TtRH. 

Cairollaire 2. Deux zônes , situées sur la même sphère ou 
sur des sphères égales, sont entre elles comme leurs hauteurs ; 
et deux sônes de même hauteur, situées sur des sphères dif- 
férentes, sont entre elles comme les rayons des sphères. 

Corollaire 3. La surface de la sphère, dont le diamètre 
2R = D , a pour mesure 2itRx2R = 4 7t R* = hD*. Ainsi 
la surface totale de la sphère est quadruple d’un grand cer- 
cle ou équivalente aii cercle qui a pour rayon le diamètre de 
lu sphère. 

Corollaire 4. Les surfaces de deux sphères sont entre elles 
comme les carrés des rayons. 

Corollaire 5. La surface d’un fuseau sphérique a pour 
mesure le produit de l’arc correspondant à son angle par le 
diamètre üe la sphère. On :S::a:2itR (liv. iv, 12, rem.) 
et, par suite, F : S :: a x 2R :4 it R*; or S = 4ivR**, donc 
F = ax2R. 

Corollaire 6. Deux fuseaux semblables F et F' sont entre 
eux comme les carrés des rayons. Car soit A l’angle des fu- 
seaux, S et S' les surfaces des sphères sur lesquelles ils sont 
situés et D l’angle plan droit. On a A : 4D :: F:S (liv.iv, 

12, rem.), A;4ü::F':S'; donc F:F':; S;S' ou ::R* :R'*- 

Corollaire 7. Tout triangle sphérique T a pour mesure 
le produit du rayon de la sphère par l'excès de la somme des 
arcs a, b, c, correspondants à ses angles, sur une demi-cir- 
conférence. Car, / désignant le triangle trircctangle, on a T 
: t (o + è + e-irR) : ^itR (liv.iv, 17, rem. 1) ou ::Rx(n + è 

+ c— 7tR):iTtR*; or / = ^7:11^ donc T = Rx(a + 6 + f — 
TT R). 

Corollaire 8. On prouverait de môme que tout polygûne 
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■sp/icriqne a povr mesure le produit du rayon de la sphère 
par l'excès de la somme des arcs correspondants à ses angles 
sur autant defôis une demi-circonférence qu’il a de côtés 
moins deux. 

Corollaire 9. Deux pohjgônes sphériques semblables V et 
P' sont entre eux comme les carrés des rayons. Car, soit A 
l’angle correspondant aux deux polygônes et S l’angle so- 
lide trircctangle : on a A :S :: P R*, A : S :: P' R'® 
(liv.iv, 17, cor. 2) ; donc P : P' :: R® : R'®. 

THÉORÈME XXni. 


Le volume d'un cylindre est égal au produit de sa 
hase par sa hauteur. 


Soit OA le rayon de la base du cylindre 
et OH sa hauteur: on aura V= surf. OAx 
OH , en df^signant par V le volume du cy- 
lindre et, par surf.OA, l’aire de sa base. 

Inscrivons et circonscrivons, au cercle 
OA , deux polygônes réguliers semblables , 
dont MN etPQ soient les côtés ; considé- 
rons ces polygônes comme les bases de deux prismes régu- 
liers, l’un inscrit et l’autre circonscrit au cylindre, et appe- 
lons vol. MN et vol.PQ les volumes de ces prismes. On 
a vol. MN = surf. MNxO H et vol. PQ = surf. PQxOH 
(liv.v, 8); or V est évidemment compris entre vol.MN et 
vol.PQ, ou entre surf.MNxOH et surf. PQxOH; le 
produit surf.OA X OH est aussi compris entre les produits 
surf.MNxOH et surf.PQxOH, dont la différence (surf. 
PQ — surf. MN)xOH peut être supposée aussi petite qu’on 
voudra (g. pl. liv. VI, 9) ; donc les nombres constants V et 
surf. OA xOH sont égaux, ce qu’il fallait démontrer. 

Corollaire 1. Soient R et II le rayon de la base et la 
hauteur d’un cylindre; on aura V= xR®H. 
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(«ROLi.AiRE 2. Deux cylindres de même hase sont entre 
eux comme leurs hauteurs et deux cylindres de meme hau- 
teur sont entre eux comme leurs bases. 

Corollaire 3. Deux cylindres semblables sont entre eux 
comme les cubes de leurs hauteurs. 

Corollaire 4. Le volume d'un onglet cylindrique est égal 
au produit de sa base par sa hauteur. 


THÉORÈME XXIV. 

Le volume (T un cône est égal au tiers du produit de 
sa base par .sa hauteur. 

Il s’agit de prouver qu’on a V = ÿsurf. 
OAxSO. 

Soient MN et P Q les côtés de deux poly- 
gônes réguliers semblables, l’un inscrit et 
l’autre circonscrit au cercle dont OA est le 
rayon. Considérant ces polygônes comme les 
bases de deux pyramides inscrite et circon- 
scrite au cône , on a vol. MN = ^surf. M N 
xSOet vol.PQ=isurf. PQxSO (liv. v, 1 1); or Vest évi- • 
demment compris entre vol. M N et vol. PQ ou entre ^siirf. 
MNxSO et i surf. PQxSO; le produit ^surf. OAxSO est 
aussi compris entre les produits ^ surf. MNxSO et jsurf. 
PQxSO, dont la différence (surf.PQ — surf.MN’)x-îSO 
peut être supposée aussi petite qu’on voudra; donc les nom- 
bres constants V et ^ surf. OAxSO sont égaux, ce qu’il 
fallait démontrer. 

Corollaire I, Soiqpt U et H le rayon de la base et la 
hauteur d’un cône; on aura V= jrK'H. 

Corollaire 2. Deux cônes de même base sont entre eux 
comme leurs hauteurs , et deux cônes de même hauteur sont 
entre eux comme leurs bases. 
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ConoLi.AinE 3. Un cône est équivalent à ! oute pyramide de 
base équivalente et de même hauteur (liv. V, 11). 

ConoLLAiRE 4. Un eône est le tiers du cylindre de même 
base et de même hauteur (23). 

Corollaire 5. Deux cônes semblables sont entre eux comme 
les cubes de leurs hauteurs. 

Corollaire 6. Le volume d'un onglet eonique est égal au 
tiers du produit de sa base par sa hauteur. 


THÉORÈME XXV. 

L'n tronc de cône, à bases parallèles , est égal à la 
somme de trois cônes qui ont , pour hauteur commune , 
la hauteur du tronc 'el , pour bases respectives , la base 
inférieure du tronc , sa base supérieure et une moyenne 
proportionnelle entre ces deux bases. 


Soient OA, oa les rayons 
des bases et O o la hauteur du 
tronc. 

Concevons une pyramide 
TEFG dont la base soit équi- 
valente au cercle OA et dont 
la hauteur TH = SO; suppo- 
sons, de plus, que la base du 
cône et celle de la pyramide soient situées dans un même 
plan ; la section efg, faite dans la pyramide par le plan de 
la base supérieure du tronc, est équivalente à cette base; 



car on a e/i?; EFGxT/i^iTH* (liv.iv, 1), et cercle oa: 

cercle OA:;oo*:OA* (g.pl. liv. vi, 12) ou ::So*:SO*; 
d’ailleurs TH = SO, HA=Oo et, par suite, T/t = So; 

donc TA*: TH*:: So* :SO^; donc enfin e/j' : EFG :: cercle 
o«: cercle OA; or EFG = cercle O. \, donc e/jr= cercle 
oa. Mais le cône SAB et la pyramide TEFG sont équiva- 
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lents , comme ayant des bases équivalentes et des hauteurs 
égales (2i,cor. 3); par la mémte raison, le côneSaé et la 
pyramide ïe/jrsont équivalents; donc le tronc de cône est 
équivalent au tronc de pyramide ; donc il a pour mesure 
FG X H h + i efg x H /H- ^ X H A (liv. v, U) 

ou , ce qui revient au méme^ OA^xOo + ^it o«*xOo + 
^itOAxo«xOo. 

CoHOLLAiBE Soient R et r les rayons des bases d’un tronc 

de cône et H sa hauteur ; son volume sera ^îtHx(R*+r* 

+ Rr). 


THÉORÈME XXVI. 

Lorsqu’un tri an y le AU L. et un reclanyle BCDE, 
de même base et de même hauteur, font une révolution 
cntih'e autour de la base commune^C , le solide enyen- 
dré par le triangle est le tiers du cylindre engendré 
par le rectangle. 



. . . _ 

/ 1 

B F ( 

: - i 


Menons la hauteur AF du triangle 
ABC. l.e cône engendré par le triangle 
ABF est le tiers du cylindre engendré 
par le rectangle A EBF cor. 4) ; pa- 
reillement, le cône engendré par le 
triangle ACF est le tiers du cylindre engendré par le rec- 
tangle A FCD; donc la somme des deux cônes, ou le solide 
engendré par le triangle ABC, est le tiers de la somme des 
deux cylindres ou du cylindre engendré par le rectangle 
BCDE. 


Lorsque la hauteur a f tombe hors du triangle a BC, on a 
côncBa/= jcyl. BEa/^et cône C«/= 7 cyl. CDo/;donc 
cône B«/ — cône Ca,/'= 7 (cyl. BE«,/ — cyl.Cl)«/) ou sol. 
nBC=icyl.BCÜE. 

(;oiiou.,\inE. Soient B et H la base et la hauteur du trian- 


gle A B('; on aura vol. ABC= 7TtH^B (23). 

OA 
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THÉORÈME XXVII. 

Le solide engendré par un triangle quelconque ABC 
qui fait une révolution entière autour d’une droite MN, 
menée par .«on sommet , dans son plan , et hors du 
triangle , a pour mesure la surface décrite par sa base 
BC, multipliée par le tiers de sa hauteur AD. 


B O C b' 



1® Supposons qu’un côté .\G (fig. 1) du triangle proposé 
soit situé dans la direction de l’axe M N , et menons la hau- 
teur B E. 

On a vol. ABC = 5 tcBE*xAC (26, cor.) ; or BEx AC = 
BC.xA D, car chacun de ces produits est le double de l’aire 
du triangle ABC; donc vol. ABC = ^irBExBCxAI); 
mais- BExBC = surf. BC (18, cor. 1 ), donc vol. ABC = 
surf. BCx-jAD. 

2° Supposons que la base BC prolongée (fig. 2) rencontre 
l’axe MN en un point E. En vertu de ce qui précède (1“) , 
vol. A BE = surf. BEx^A 1) et vol. ACE == surf. CEX7AI); 
donc vol. A BE — vol. AC E= (surf. BE — surf. CE) x-j AD, 
ou vol. ABC =surf.BCX7AD. 

3“ Enfin supposons BC (fig. 3) parallèle à MN. Le cône 
engendré par le triangle ABE est le tiers du .cylindre en- 
gendré par le rectangle ADBE (2i, cor. /i-) et, par suite , le 
solide engendré par le triangle A BD est les deux tiers du 

môme cylindre , de sorte qu’on a vol. ABD = -5it AD xBD 
= 2irA DxBDX7AD=surf. BDx-îAD(H,cor.l) ;ona de 
môme vol. AGI) = surf.CDx fA D ; donc vol. ABD-fvol. 
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ACD = (surf. BD+surf.CD)xiAD , ou vol. ABC = surf. 
BCxiAD. 

Lorsque la hauteur AD tombe hors du triangle proposé 
AC B', on a vol. A CB' = vol. ADB' — vol. ADC = (surf. 
DB' — surf. DC)xiAD= surf. CB'x^ AD. 


THÉORÈME XXVIII. 

Le solide engendré par un triangle isoscélo ABC, 
qtii fait une révolution entière autour d’une droite MN 
menée par son sommet, dans son plan, et hors du trian- 
gle, a pour mesure la projection PQ de sa base sur 
l’axe, multipliée par les deux tiers du cercle qui a, 
pour rayon, sa hauteur AD. 

On a , par le théo- 
rème précédent, vol. 
ABC = surf. BCxi 
AD; mais surf. BC= 
_ PQ X 27tAD (20J , 
donc vol. ABC = PQxf ttAD*, ce qu’il fallait démontrer. 

Corollaire 1 . Le soli'fe engendré par un secteur polygo- 
nal régulier qui fait une révolution entière autour 

cC une droite AB menée par son sommet, dans son plan et 
■ hors du secteur, a pour mesure la projection BB. cfe sa base 
sur taxe , multipliée par les deux tiers du cercle inscrit à 

cette base. Car on a vol. O BC = BP X ^ tc ÔT, vol. OC D = 
PQxfTcÔK®, vol.ODE = QRxf «ÔL*;orOI^OK = 
OL. donc vol.OBCDE = (BP-I-PQ-FQU)X2^Ô1* = BR 
XfitÔI*. 

Corollaire 2. Le solide engendré par un demi-polggône 
re^w/ier ABCDEF, qui fait une révolution entière autour 
d’un diamètre a pour mesure le produit de ce diamètre 
par les deux tiers du cercle inscrit au polygâne. 
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THÉORÈME XXIX. 


Tout secteur sphérique a pour mesure, la hauteur de 
la zone qui lui sert de hase, multipliée par les deux 
tiers d’ un (jrand cercle, et la sphère entière a pour me- 
sure le produit de son diamètre par les deux tiers d’un 
grand cercle. 



1“ Considérons le secteur sphérique 
engendré par le secteur circulaire O B E 
qui fait une révolution entière autour 
du diamètre AB; abaissons la perpen- 
diculaire E F sur A B et désignons par 
vol.OBE le volume du secteur: on 


aura vol. QBE = BF x î~ObI 
Pour le démontrer, inscrivons dans l’arc BE une suite de 
droites BC, Cl), DE égales entre elles ; aux milieux des 
arcs sous-tendus par ces droites , menons des tangentes 
MN, N P, PQ terminées aux prolongements des rayons 
OB, OC, OD, OE; abaissons 01 perpendiculaire sur BC, 
QS perpendiculaire sur AB, et concevons que toute la 
figure fasse une révolution entière autour de A B : on aura 


vol.OBCDE = BFx^TCÔr et vol.OMlNPQ = MSxîrr 
OB* (28,cor. 1) ; mais vol.OBE est évidemment compris 
entre vol.OBCDE et vol. OMNPQ ou entre BFxfir 01* . 
et MS xf TT ÔB*; BFx-f OB* est aussi compris entre les 
produits BFx-f ir 01* et MSxf « OB*, dont la différence 
Itc X (MSxOB* — BFxOl*) peut être supposée aussi pe- 
tite qu’on voudra, puisque les différences MS— B F et ÔB* — 

Ôï* ou j-BC* sont elles-mêmes aussi petites qu’on voudra 
(g. pl.liv. VI, 6); donc les nombres constants vol. OBE et 
BF X I it 0 B* sont égaux , ce qu’il fallait démontrer. 
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2” Considérons le secteur sphérique, engendré par le 
secteur circulaire OCE. *En abaissant la perpendiculaire 
CK sur AB, on a, par ce qui précède , vol. OBC = BK x 

f Tt OB* et vol. OBE=BFx J u OB^ ; donc vol. OBE — vol. 

OBC = (BF-BK)xi^OB*, ou vol. OCE=KFx^ tcÔB*. 

3° Enfin , en faisant la somme des volumes des secteurs 
sphériques OAC, OBC, on démontre que la sphère entière 

a pour mesure A B x | O B*, ce qu’on peut d’ailleurs prou- 
ver directement. 

Corollaire 1 . Soit R le rayon d’un secteur sphérique et 
H la hauteur de la zéne qui lui sert de base; son volume 

sera^TtR^H ou 2TrRII x | R; or 2 tcRH est faire de la 
zône qui sert de base au secteur (22) ; donc tout secteur 
sphérique a pour mesure la zône qui lui sert de base multi- 
pliée par le tiers du rayon. 

Corollaire 2. Deux secteurs sphériques, pris dans la 
même sphère ou dans des sphères égales, sont entre eux 
comme leurs bases. 

Corollaire 3. La sphère entière a pour mesure 2R x 

1 7t R* ou I Tt R^ = Itt R*xî El c’est-à-dire le produit de 
sa surface par le tiers du rayon. 

Corollaire h. Soit D=2 R le diamètre d’une sphère; son* 
volume sera 4 R'^ ou iir X jD* = j ir D^. 

Corollaire 5. Les sphères sont entre elles comme les cubés • 
de leurs rayons. 

Corollaire 6. Un onglet sphérique a pour mesure l’arc 
correspondant à son angle, multiplié par les deux tiers du 
carré du rayon. 

Corollaire 7. Deux onglets semblables sont entre eux 
comme les cubes des rayoïus. 

Corollaire 8. Toute pyramide sphérique P a pour mesure 
le produit Bx4 R <1^ base par le tiers du rayon. Car, en 
désignant par p la pyramide sphérique trirectangle, on a 

P : P :: B : i Tt R* (liv. iv, 17, cor 1) et, par suite, P : p :: B 
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xi R : ^ ll“ ; or P = i Tt donc P=B x i R. 

Corollaire 9. Deux pyramides sphériques semblables P 
et P' sont entre elles comme les cubes des rayons. Car soient 
B et B' leurs bases, R et R' les rayons des sphères dont elles 

font partie. On a B : B' :: R^ R'* (22, cor. 9) et, par suite, 
Bxi R: B' xi R' :: R'* R'* ou P : P' :: R^ ; R'". 


THÉORÈME XXX. 


Le solide enyendre par un segment circulaire CMD, 
qui fait une révolution entière autour d’un diamètre 
AB situé hors du segment, a pour mesure, la projection 
PQ de sa base sur l’axe, multipliée par le sixième du 
cercle dont cette base est le rayon. 

Il s’agit de prouver que vol. CMD = 
PQxiitCD*. 

Menons les rayons OC, 01) et la 
hauteur 01 du triangle isoscèle OCD. 
On a vol.OCMl) = PQxiirÔC*(29) 
etvol. OCD = PQxi-r:Ôl^ (28); donc vol. OCMD - vol. 

‘ OCD, ou vol. CMD =PQxiTC x(ÔC^ — ÔT); or — 
Ôi* = CP=iCD^ doncvol.CMD = PQXiit xiCD* = 
PCTxiitCD*- 

THÉORÈME XXXI. 

Tout segment de sphère, à deux bases, a pour me- 
sure la demi-somme de ses bases multipliée par sa hau- 
teur, plus le volume de la sphère dont cette hauteur 
est le diamètre. 
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Soient EF la hauteur, CE et DF les 
rayons des bases du segment engendré 
par une révolution entière de la figure 
CEFDM autour du diamètreÂB: onaura 


vol. CE FDM = 


it C E* + D F* 


X EF 


+ 5 Tt EF’ (29, cor. 4). En effet, vol.CEFD = ^ it EF x 
(ce* + DF* + CExDF) (25) et \ol.CMD=EF x^ irCÏ)* 
(30) ; donc vol. CEF DM = ^ EF X (2CÏ* + 2DF* + 2CE 
XDF + CD*) ; or en menant DG perpendiculaire à CE, le 
triangle rectangle CDG donne CÎT* = CG* + DG* = (CE — 


DF)* + EF* = CÉ* + DF* — 2CEXDF + EF*; donc vol. 

3 — 'i 

CEFDM = EFx (3CË* + 3lTf'*+ÊF*) = — — ~ 


xEF + ^ttEFI 

Uemarqiie. On prouverait de même que tout sef/menl 
sphérique, à une base , a pour mesure la moitié du produit 
de sa base par sa hauteur plus le volume de la sphère dont 
cette hauteur est le diamètre. 


THÉORÈME XXXII. 

Les surfaces de la sphère , du cylwdre et du cône 
é(iuilatcraux circonscrits sont entre elles eomme les 
nombres 4, G, 9 et leurs volumes sont entre eux comme 
ces mêmes nombres. 


1° Soient ABCD, EFG un carré et un 
triangle équilatéral circonscrits au cercle 
OH. Concevons que toute la figure, si- 
tuée d'un même côté de la droite E K, 

fasse une révolution entière autour de 

“ cette droite : dans ce mouvement , le 

demi-cercle II I K engendre une sphère; le rectangle AB Iv H, 


T. 

Æ “ 


/■ 


i 
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on cylindre équilatéral circonscrit (déf. 2k et 28) ; et le trian- 
gle rectangle E F K, un cône équilatéral circonscrit (déf. 25 
et 29) à la même sphère. 

Cela étant, si l’on désigne par S, S" les surfaces totales 
de la sphère, du cylindre et du cône, on aura S=4 tz R* (22, 
cor. 3), S' = 2 TtBK X AB(l!i,cor/l)-|-2itBK* = 4 7c rV 
2tc R*= 6 7t R*, S"=7 cFK X EF (18, cor. 1) + 7t FK®=3 uFK* 

= 9nR* (g. pl.liv.vi, prob. k, rem.l ); donc S: S' : S" :: 4 : 
6:9. 

2° Soient V, V', V" les volumes de la sphère, du cylind- 
et du cône. On a V = | u R^ (29, cor. 3), V' = u R* 2 R 
(23) =27 tR^ V"= ; 7rTK®xEK(24);orFK=Rl/3, EK 

=V/ËF— FK*= 1/ 12R* — 3R" = 3R; donc V"= itR® 

x3R = 3tR^; donc V: V':V":: 4:2:3 ou::4: 6:9. 

. Remarque 1. La .surface latérale du cylindre est équiva- 
lente à la surface totale de la sphère. 

Remarque 2. La surface totale du cylindre est moyenne 
' proportionnelle entre celles de la sphère et du cône. 

Remarque 3. Le volume du cylindre est moyen propor- 
tionnel entre ceux de la sphère et du cône. 

Remarque 4. On peut aussi démontrer , d'une manière 
analogue, que les surfaces de la sphère, du cylindre et du 
cône équilatéraux inscrits sont entre elles comme les nom- 
bres 16, 12, 9 et que leurs volumes sont entre eux comme 
les nombres 32, 12 V^2, 9. Ainsi la surface totale du cylin- 
dre est encore moyenne proportionnelle entre celles de la 
sphère et du cône ; et il en est de même de son volume par 
rapport à ceux des deux autres corps. 

ERRATA. 

PaRo SOS. Remarque, n — 3, lise/. Sn— 3. 

FIN. 


S6W GGSiQO 
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